ESCUELA TECNICA SUPERIOR DE INGENIEROS DE CAMINOS, CANALES Y PUERTOS (MADRID)
Mecanica
PROBLEMA PUNTUABLE (28 de Octubre de 1997)

Apellidos Nombre N.° Grupo

Una particula pesada de masa m se mueve con
ligadura bilateral sobre el cono:

2?2 4+ y? = 22

siendo z > 0. En el instante inicial la particula
se encuentra en z = zg con velocidad horizontal
vy = wo2o. Empleando coordenadas esféricas, se
pide:

1. Calcular el momento respecto de O de las
fuerzas aplicadas sobre la particula en un ins-
tante genérico, y su proyeccién sobre el eje

0Z.

2. Calcular el momento cinético de la particula,
respecto de O en un instante genérico, y su
proyeccion sobre el eje OZ.

3. Expresién de la energia total de la particula,
en un instante genérico.

4. Ecuaciones diferenciales del movimiento.

5. Determinar entre que valores de z se desa-
rrolla el movimiento.

6. Calcular el valor necesario de wy para que la
trayectoria de la particula sea una circunfe-
rencia.

1. Las fuerzas aplicadas sobre la particula, son el peso y la reaccién normal del cono sobre
ella. Las expresiones de dichas fuerzas son:

Wz—mﬁgmﬁmw (1)
N = Nuy (2)

Tomando momentos en O y sustituyendo las expresiones (1) y (2), resulta:
2
Mozrur/\(WjLN):fr(mg\/T_—N) u, (3)

La expresion del eje vertical en la base asociada a las coordenadas esféricas es:

=20, 4w o



y la proyecciéon de Mg sobre k:

Mo =My k=0 (5)

La expresion de la velocidad en coordenadas esféricas es:
v = 7u, + rfuy + ¢ cos fu,, (6)

Sustituyendo en (6) la ecuacién del cono:

921 (7)

se obtiene la expresion de la velocidad de la particula:
) 2
vp =7ru, + — TP, (8)

El momento cinético respecto de O se obtiene calculando el momento de la cantidad de
movimiento respecto de dicho punto:

2
Ho =ru, Amvp = \/T—mr%ug 9)

y empleando (4), la proyeccién de Hy sobre el eje vertical resulta:

1
Ho=Hp k= §m7‘2¢ (10)

La energia total de la particula es la suma de la energia cinética y de la energia potencial

de la misma: i ] )
T = §mv12; +mgz = 5m(7*2 + §r2¢2) + mgrsen 6 (11)

Dado que todas las fuerzas que realizan trabajo son conservativas, la energia total es
constante:

+mgr— = (12)

La constante F se obtiene particularizando (12) para las condiciones iniciales:

7“0220\/5
™

Oy = 1
wo =20
o = 0 =0
¥ = Wwo
de donde: .
E = —mzjwi + mgz (13)

2



Sustituyendo (13) en (12) se obtiene la primera ecuacién diferencial:

1 1 2 1
im(TQ + 57,2@2) _'_ mgr\/T_ — 57]’),23(,()3 + ng(] (14)

Dada que la proyeccion del momento de las fuerzas sobre el eje vertical es cero, la
proyeccion del momento cinético sobre dicho eje es constante:

1

§m7’2gb =C (15)
Sustituyendo las condiciones iniciales para calcular C', se obtiene la segunda ecuacién
diferencial:

r’o = 222w (16)
En los puntos de altura maxima y minima se verifica:
r=0

Sustituyendo (16) en la ecuacién (14) para eliminar ¢, e imponiendo 7 = 0, se obtiene
después de operar:

2 wiz?
02— (R g ) i =0 (1

Como en el instante inicial la velocidad es horizontal, la solucién r = v/2z, se pude
eliminar por Rufini de la ecuacién anterior, resultando:
\/§ w22 \/_
2 070 32
957 "y

5 T g Ao = 0 (18)

Resolviendo esta ecuacion de segundo grado, resulta:

_ Wi, w0t 8g
r = -+ +
2\/§g 29\/_ wp 23
wizg  wiz 89

o = —

_'_ [
2v2g 292 wizg

Teniendo significado fisico inicamente la primera (r > 0):
2.2 2,2
Wiz whz 8
— X0%0 , %00 + g
2/2g  29V2 wazd

Por tanto, el movimiento se desarrolla entre la posicién inicial (r = \/520) y la expresada

n (19)

(19)

Imponiendo en (19) que r sea la posicién inicial:

VEzg = S0 Wb fy, 89 (20)
2\/59 29\/_ Wozo

Despejando se obtiene el valor necesario de wy:

wo= /2 (21)



