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Se considera una peonza simétrica pesada cuya forma es un cono de revolucion con radio de
la base b, altura 4b/3 y masa m. Se pone en movimiento con su vértice ) sobre un plano hori-
zontal OXY, comunicandose a dicho vértice una trayectoria impuesta sobre una circunferencia
horizontal fija con centro en O y radio a, con velocidad angular w, constante. Se pide:

1. Definir los grados de libertad del sistema y obtener en funciéon de los mismos y sus
derivadas la expresion del momento cinético del sélido en Q).

2. Obtener las ecuaciones diferenciales del movimiento.

3. Estudiar la posibilidad de un movimiento con velocidad de precesién constante wgy y
nutacion constante 6y, estando inicialmente el eje del cono en el plano OX Z.

NoTa: Los momentos de inercia principales de un cono de revoluciéon sélido con base b y altura h en
su centro de masa G son Igyy = Igyy = %m(h2 +4b?) e Ig.. = l%me.

1.— Se trata de un sélido con un movimiento general alrededor de uno de sus puntos () cuyo
movimiento estd prescrito y definido. Por tanto, el movimiento del solido queda definido por
el movimiento relativo a dicho punto, y puede definirse mediante los tres angulos de Euler: v
(precesion), 6 (nutacion) y ¢ (rotacion propia).

El momento cinético en (), considerando el movimiento del solido relativo al punto @), se
obtiene como H g@ = I - Q. En esta expresion el superindice S() indica que las velocidades son
relativas al movimiento de (), como veremos més adelante la forma mas conveniente de expresar
las ecuaciones de la dindmica serd en este sistema movil (no inercial) SQ. La expresion del
momento cinético con las velocidades absolutas serfa Hg = I - Q2+ 7rge A Mvg. Obtendremos
en primer lugar el tensor de inercia Iy, en las direcciones principales formadas por los ejes
ligados al cono Qxyz, siendo z la direccion del eje de revolucion y (z,y) dos direcciones normales

dentro del plano normal al mismo. Al tratarse de un soélido de revolucion, el tensor de inercia
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serd cilindrico, [Ig] = (8 ’38)' Aplicando el teorema de Steiner:

2
A= im(h2 +4b%) +m §h = im(4h2 +b%) = Eme ;

Por otra parte resulta conveniente en este caso emplear el sistema de referencia denominado
triedro intermedio, que coincide con el triedro del cuerpo salvo en la rotacién propia alrededor
de ()z. Dicho de otra manera, seria el triedro obtenido aplicando tinicamente las rotaciones
elementales de precesion y nutacion. Los vectores unitarios del triedro intermedio se denominan
(u,v, k), siendo k la direccion del eje del cono, u paralelo a un diametro horizontal de la base
y v paralelo a un didmetro de maxima pendiente de la base. En este triedro las componentes
del tensor de inercia son las mismas (1) y el tensor sigue siendo cilindrico. Teniendo en cuenta
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que el vector unitario vertical se expresa como K = senf v + cosf k, la velocidad de rotacion

es
Q=0 K+0u+¢pk=0u+vsenfv+ (p+vcoshk. (2)

Por tanto, la expresién del momento cinético es

HgQ:IQ-Q:A9u+A¢sen90+C(¢+¢c089)k. (3)

2.— El movimiento relativo a @) es el de un sélido con un punto fijo. Al tener este punto un
movimiento impuesto con aceleraciéon no nula se trata de un sistema no inercial. Sin embargo,
el efecto debido al movimiento de un punto es sencillo de tener en cuenta, considerando sim-
plemente una fuerza de inercia debida a la aceleracion de arrastre —miq. Por ello, podremos
aplicar las ecuaciones del movimiento de la peonza simétrica con un punto fijo, tan solo anadien-
do el efecto de esta fuerza de inercia. La ecuaciéon vectorial de la dindmica se plantea mediante
un momento total Mg, que incluye un sumando debido a la fuerza fisica (peso —mg K) y otro
debido a la fuerza de inercia (—m7g):

x . d
Mg =Mq+ree(-miq) = —(Io ). (4)
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Obtenemos primero los términos del momento M ,. El sumando M, es debido al peso de
la peonza,

Mg=rocN(—mgK) = —th/\mg(sen@’v+0080k) =mgbsenfu . (5)

Para calcular el término de inercia del momento expresamos primero la aceleracion de Q:
Fo = —awpu, = —aws[—sen(y) — wot)u + cos(y — wot)w)

= —awg[—sen(¢) — wot)u — cos(¥h — wot) cos @ v + cos(h — wot) sen O k]

(6)
con lo que operando
roc N (—mitg) = mabw]|cos() — wot) cos @ u — sen (v — wot)v] . (7)

Por otra parte, el término de la derecha en (4) se calcula desarrollando la derivada a través
del triedro intermedio como

d d

Zo-9) = (EIQ : Q>mm. +( Q- k)N Q). (8)
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Sustituyendo las expresiones de (2) y (3) resultan finalmente las ecuaciones

M = Af — Ay? sen b cos 0 + Cr) sen 0
M* = A sen 0 + 2A¢0 cos — Cré (9)
M:=Cr,

Siendo r = p+1hcos O y (M, M, M?) las componentes del momento M, en (4) que se deducen
de (5) v (7):

M} = mgbsen 6 + mabwi cos(v) — wot)cos@; M* = —mabw]sen(y) —wot); M =0. (10)

En estas ecuaciones se deduce inmediatamente la intergal primera

M:!=0 = 7r=¢+1cosh = cte. (11)

3.— El caso particular del movimiento pedido es 1(t) = wpt, lo cual sustituido en la ecuacion
(9)2: . .

2Awpfcos —Cr =0 = 0 =10, (cte.). (12)

Por otra parte, sustituyendo en (9):
— Aw sen 0 cos By + Crwg sen By = mgbsen 0y + mabwg cos b . (13)

Esta expresion es una ecuacién cuadratica en wg, que tiene dos soluciones posibles:

o Crtgby
* ™ 2(Asenfy + mab)

4 A
1i\/1— mgb(Asen 0y + mab) (14)
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