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Dinamica analitica
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La dinamica analitica comprende una serie de métodos cuya caracteris-
tica principal es el tratamiento puramente abstracto, analitico, de los sis-
temas mecanicos. De esta forma, se separan al maximo las consideraciones
fisicas y geométricas necesarias para definir el movimiento, de las puramen-
te matemaéticas para plantear y solucionar las ecuaciones. Las primeras son
necesarias para formular las coordenadas, enlaces y magnitudes cinéticas
de un sistema dado; una vez realizada definiciéon de un sistema mediante la
adecuada seleccion de las magnitudes anteriores, los métodos de la mecanica
analitica permiten obtener las ecuaciones de la dinamica (o las condiciones
de la estatica en su caso) de forma casi automatica.

El iniciador de estas técnicas fue Joseph Louis Lagrange, a partir de la

2.1
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publicaciéon de su obra Mécanique Analytique' en 1788. Lagrange introdujo
numerosos conceptos empleados hoy dia en la mecanica y en las mateméti-
cas: formul6 las ecuaciones que llevan su nombre para la dindmica; colocod
sobre bases sélidas el calculo de variaciones; fue el inventor de las palabras
derivada y potencial; etc.

Otra figura clave en la mecanica analitica fue William Rowan Hamilton?,
ya en el siglo XIX (1805-1865). En su obra busco una gran generalidad,
desarrollando una teoria por la que el movimiento se puede reducir a la
«busqueda y diferenciacién de una sola funcion» (la integral de la accion
S). El punto de vista de Hamilton resulté muy fértil, resultando basico para
otros campos como la mecanica cuéntica, desarrollada posteriormente en el
siglo XX.

2.1. Coordenadas generalizadas

Un planteamiento basico de la mecéanica analitica es la descripcion de
los sistemas mediante «coordenadas generalizadasy .

DEFINICION: Se denominan coordenadas generalizadas a un conjunto cual-
quiera de parametros {q;, i = 1,2,...,n}, que sirven para determinar de
manera univoca la configuracion del sistema.

Estos parametros en principio pueden ser cualesquiera, sin necesitar ser
homogéneos en cuanto a dimensiones. Por ejemplo, se pueden mezclar longi-
tudes, angulos, etc. Una idea clave, subyacente en la elecciéon de coordenadas
generalizadas, es que éstas pueden englobar en su propia eleccién los enlaces
del sistema (todos o al menos una parte de ellos). De esta forma se consigue
una doble ventaja: por una parte, el niimero de parametros es menor que
el correspondiente directamente a las coordenadas de todas las particulas.
Por otra, el nimero de ecuaciones de enlace se ve igualmente reducido.

Un conjunto de coordenadas {¢;} se denomina «libre» cuando se pueden
variar de forma independiente entre si; es decir, si las variaciones de las
mismas, {dg;}, se pueden escoger de forma arbitraria. Caso de que no sea
asi, serd porque existe alguna ligadura que relacione dichas coordenadas,
bien de tipo holénomo o no holénomo.

Cuando las coordenadas generalizadas no sean libres, se debera a que

'En ella, Lagrange se vanagloriaba de que no habia ninguna figura, como botén de
muestra de que los métodos propuestos estaban libres de casuistica geométrica o topol6-
gica.

2Los métodos de la dinamica hamiltoniana no se tratan en este curso breve, pudiéndose
consultar de forma resumida en Curso de Mecdnica, J.M. Goicolea (2010), capitulo 12.
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subsisten condiciones de enlace formuladas de manera explicita. Estas se
traduciran en relaciones entre las ¢; (y también sus derivadas ¢; para enlaces
no holénomos). Debido a estas ligaduras el namero de grados de libertad es
en realidad menor que n. Por el contrario, si las coordenadas son libres, su
ntimero es precisamente el nimero de grados de libertad del sistema.

Por ejemplo, en el sistema plano rigido de la figura 2.1, al tener una
articulacion, basta con una tunica coordenada angular (n = 1; ¢ = 6).
En esta elecciéon ya quedan englobados implicitamente los enlaces, tanto
los internos (ligaduras de solido rigido) como los externos (articulacion). El
sistema tiene un grado de libertad.

Figura 2.1: El movimiento del sélido ar-
ticulado de la figura queda descrito por
una unica coordenada generalizada, el
dngulo 6. De esta forma se engloban todos
los enlaces, tanto internos (ligaduras de
sélido rigido) como externos (rétula ci-
lindrica en O).

Supongamos ahora el caso general de un sistema con un nimero finito
de particulas (IV), sujeto a m ligaduras holénomas y k anholénomas. Sera
posible su descripciéon mediante un conjunto méas reducido de n = 3N —m
pardmetros o coordenadas generalizadas. Esqueméticamente:

{mi7 Ti, ZzlaaN}
+
m enlaces holénomos

+
k enlaces anholénomos

0

{m;, i=1,...,N}, {¢;, j=1,...,n}.
+

k enlaces anholénomos

Esta reducciéon en el nimero de coordenadas se efectiia gracias a la elimina-
cién de los m enlaces holénomos, que quedarén implicitos en la eleccién de
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las coordenadas generalizadas. Por el contrario, los k£ enlaces anholénomos
no es posible eliminarlos, debiendo quedar planteados de forma expresa.

Un caso extremo de reduccién en el ntiimero de coordenadas es el del
solido rigido. Considerado como un medio continuo, es infinitamente sub-
divisible, teniendo por tanto un ntmero infinito de particulas y por tanto
de coordenadas. Sin embargo, recordemos (apartado 1.2) que los enlaces
internos del solido (distancia constante entre dos particulas cualesquiera)
permiten reducir el namero de coordenadas generalizadas del sélido a 6.

En general, existirdn unas relaciones entre los vectores de posiciéon de
cada particula y las coordenadas generalizadas del tipo:

’I“l':’l"i(qj',t) (izl,...,N; jzl,...,n) (21)

A los vectores de posicion de cada particula {r;} los denominaremos, por
extension, «coordenadas vectorialesy. Esta claro que éstas son equivalentes
a definir las 3N coordenadas cartesianas correspondientes. Por otra parte,
éstas solo seran libres para un sistema sin ligadura ninguna; en cualquier
otro caso, no formaran un conjunto libre.

Podra existir dependencia del tiempo en la definicién de las coordena-
das generalizadas (2.1) cuando se hayan tomado sistemas de coordenadas
moviles, o bien cuando haya enlaces méviles.

A partir de las relaciones (2.1), las velocidades se obtienen derivando:

. " or; . Or;
T = Z; @qﬂ + B (2.2)

llaméandose por extensién «velocidades generalizadas» a los términos ¢; =

de/dt.

EJEMPLO 2.1: Se considera un sistema formado por dos masas puntuales
(m1, mg) unidas entre si por un hilo sin masa de longitud ¢, estando m1 a su
vez unida a un punto fijo O por un hilo de igual longitud (péndulo doble). El
conjunto se mueve en un plano vertical. Obtener los grados de libertad y las
las coordenadas libres del sistema asi como la expresion de las coordenadas
cartesianas en funcién de ellas.

Solucion. El sistema tiene dos particulas en un plano, cuya configuracion
en principio estara fijada por sus coordenadas (x1,y1) y (z2,y2). Existen
dos enlaces holénomos que definen la distancia fija ¢ entre m; y O y entre
mo 'y mzp:

2 2 .2

0 =27+ i

= (9 —21)% + (y2 —11)°.
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Figura 2.2: Definicion de coorde-
nadas y grados de libertad en un
péndulo doble

Por tanto el sistema tiene dos grados de libertad. Al tratarse de un sistema
con enlaces holénomos es posible encontrar un conjunto de 2 coordenadas
generalizadas libres. En efecto, podemos considerar para ello los dngulos
(01,62). En funcion de ellos las coordenadas cartesianas se expresan como:

x1 = £senb, y1 = —Lcosby;

To = £senfq + £senbsy, yo = —Lcosfy — L cosby.
O

EJEMPLO 2.2: Se considera ahora dos masas mg y mq unidas por un hilo
sin masa de longitud constante /. La masa mg se mueve segtin una recta ho-
rizontal con velocidad impuesta v, mientras que m; permanece en el mismo
plano vertical. Obtener los grados de libertad y las las coordenadas libres
del sistema asi como la expresion de las coordenadas cartesianas en funcién
de ellas.

Figura 2.3: Definicion de coordenadas
y grados de libertad en un péndulo cu-
ya base tiene un movimiento prescri-
to, con velocidad constante v. Se con-
sidera que en el instante inicial la po-
steion de mo es xg.
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Solucidn. El sistema consta en principio de dos masas, aunque la primera
tiene su movimiento totalmente prescrito, por lo cual no es objeto de estudio
mediante las ecuaciones de la dindmica. La otra masa tiene dos coordenadas
cartesianas (1, y1) sujetas a un enlace holénomo, £2 = x% —i—x%, por lo cual el
sistema posee un solo grado de libertad. Podemos tomar como coordenada
libre el dngulo 60, expresédndose:

r1 =x9+vt+E€send; 1y = —Lcosh.

Se observa en la ecuacion anterior que la expresion de x; depende explici-
tamente del tiempo. Esto es debido al enlace moévil (movimiento impuesto)
de mg. Asimismo, podemos considerar que el sistema de coordenadas (ge-
neralizadas) para definir la posicion de my es movil, ya que el origen de las
coordenadas polares esta en mg. ]

EJEMPLO 2.3: Establecer los grados de libertad, coordenadas generalizadas
y enlaces de un sistema formado por dos particulas A y B, unidas por una
varilla rigida sin masa de longitud /. El conjunto se mueve sobre un plano
horizontal liso, existiendo en A un pequefio cuchillo que obliga a que ese
punto se mueva segin la direccion de la varilla (figura 2.4).

Figura 2.4: Sistema de dos particulas A y
B, unidas rigidamente, con cuchillo en el
apoyo de A que materializa un enlace an-
holdnomo.

Solucion. Al estar en un plano, se precisan en principio 4 coordenadas carte-
sianas para definir la configuracion, {x 4, ya, 2B, yp}. Estas se hallan sujetas
a 2 condiciones de enlace. Primeramente, el enlace holénomo correspondien-
te a la varilla rigida entre A y B
(zp—x4)” + (yp —ya)* = 1*.

Por otra parte, la condicién de apoyo mediante el cuchillo de cargas en A
resulta en imponer que la velocidad de este punto lleve la direccion de la
varilla, lo que constituye un enlace anholénomo:

—&A(yB —ya) +9a(zp —xa) = 0.
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El sistema posee por tanto 2 grados de libertad. Podrian escogerse coorde-
nadas generalizadas que eliminen el enlace holonomo (aunque no el anholo-
nomo). Tomaremos para ello las coordenadas del centro de masas (x,y) y el
angulo 6 formado con el eje x, un total de tres coordenadas. En funcién de
éstas, la velocidad de A se expresa como v g = (x+é€ sen 6)i+(y— %0 cosf)g,
y la normal a la varilla es n = —sen €1 + cosf j. La condicion del enlace es
v, -1 = 0, resultando

—Q'Usenﬁ—l—ycosﬁ—%é:O. (2.3)

De esta forma, el sistema queda definido por tres coordenadas generalizadas
sujetas a una ecuacion de enlace anholénomo. A pesar de que tiene dos
grados de libertad, debido a la naturaleza de este enlace no es posible definir
explicitamente un conjunto de dos coordenadas libres. O

2.2. Ecuaciones de Lagrange

2.2.1. El principio de D’Alembert en coordenadas generali-
zadas

Sea un sistema sometido a enlaces lisos. El principio de D’Alembert
(1.94) expresa:

N
Z(fi —m;#;) - or; =0, V{dr;} compatibles. (2.4)

i=1
En esta expresion f; incluyen sélo las fuerzas activas, excluyendo las reac-

ciones de los enlaces lisos.
Considerando una variacion «d» (es decir, infinitesimal y a tiempo cons-
tante) de las coordenadas en (2.1), se obtienen los desplazamientos virtuales:
n
or;

ori=» — i=1,...,N. (2.5)

0q;,
=1 94

. . . , . 8’)“i
Notese que en esta expresion no existe término Edt ya que 0t = 0 para

un desplazamiento virtual. La variacién § se realiza en un instante fijo de
tiempo, no a lo largo del movimiento. En esto difiere de los desplazamientos
infinitesimales reales a lo largo del movimiento, que a partir de (2.2) serian

" 87’2' 8?‘,‘

dr; = dg;
" % ot

— dt.
aq]'

Jj=1
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Sustituyendo (2.5) en (2.4) y reorganizando el orden de las sumas ¢, j:

n

N
Z Z fi-—— me : 5q] =0, V{d0g;} compatibles. (2.6)
j=1 Li=1

Analicemos con mayor detalle cada uno de los dos términos dentro del
corchete en esta expresion. El primero define unos coeficientes escalares que
llamaremos «Fuerzas generalizadas»:

def N or;
Q]§Zfzaiz j=1...,n. (2.7)
i=1 4

Es inmediato comprobar que (); son precisamente los coeficientes de dg; en
la expresion del trabajo virtual 6W:

N
5W:Zfi-5m—2f Zar’ —Z(Zf )5% (2.8)

El segundo término de (2.6) se puede expresar como:

me qj Tt <Zm”’z ) me t(g;l) (2.9)

Para lo que sigue, debemos precisar que consideraremos la dependencia
funcional de todas las magnitudes cinéticas sobre el conjunto de variables
independientes (gj, ¢;,t). Esta aclaracion precisa el significado de las de-
rivadas parciales. Asi, 0/0q;(-) indicara la derivada parcial respecto de la
coordenada ¢;, manteniéndose constantes el resto de coordenadas gj, (k # j)
asi como las velocidades ¢; y el tiempo .

Para continuar el desarrollo de la expresion (2.9), establezcamos antes
dos igualdades que seré necesario emplear:

87"2- 87"i

C9q; g5

Demostracion. En efecto, desarrollando el primer término,

a@_aq [Zarl, am] Zam _4' .
J

a% 8q}c ]
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9 i 8ri . 87.%
S dt \dg; ) g

Demostracion. En efecto, desarrollando ambos términos por separado:

d(ﬁm) zn: 0%r; i 87’2
t \ Og; 8q]8qk 8qJ8t

87‘"1 o Z 87’1 . Zn: az'rz . aQ'ri
0q; 8q] 8(] 8q] até)q]"
siendo ambas expresiones iguales, por la igualdad de las derivadas
cruzadas. 0
Empleando estos dos resultados y la definiciéon de energia cinética, T def
ZZN L 3m#7, la ecuacién (2.9) resulta:
N N N
or, d ( . am> Or;
S G (S 5] 3o
i=1 Ogj  dt i=1 04 i=1 04
d forT oT
= (=) -=, (2.10)
dt 8(]j aqj‘

Finalmente, empleando (2.7) y (2.10), el principio de D’Alembert (2.4) que-
da expresado en coordenadas generalizadas como:

~[d (oT\ oT
3|~ 5 —@i|9g =0, Vidg;} compatibles 211
; [dt <aqj> dg; Q]} 4 {dg;} comp (2.11)

Esta expresion, al tratarse del principio de D’alembert, puede ser conside-
rada por tanto como ecuacidn fundamental de la dindmica.

Conviene notar que en (2.11) no se emplean fuerzas fisicas en ningtun
término. Tan solo entran los coeficientes @);, fuerzas generalizadas, calcu-
ladas directamente a partir de la expresion (2.7) o como coeficientes del
trabajo virtual dW (2.8) segtn se ha dicho. Al igual que en el principio
de D’Alembert, en la definiciéon de @); tampoco intervienen las fuerzas de
reaccion de los enlaces lisos, que no realizan trabajo virtual.

2.2.2. Forma basica de las ecuaciones de Lagrange

La expresion (2.11) es completamente general por lo que se puede aplicar
a cualquier sistema, tanto con enlaces holénomos como no holénomos. En el
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caso en que todos los enlaces sean holonomos, seré posible siempre establecer
un conjunto de coordenadas libres {¢;}, en el que las variaciones {dg;} se
puedan escoger de manera arbitraria, manteniendo la compatibilidad con
los enlaces. En este caso, (2.11) equivale a enunciar que cada uno de los
coeficientes de las {dg;} ha de anularse:

d /or orT .
i (0) 5 =% =t =1

Estas expresiones son las llamadas ecuaciones de Lagrange, en su forma
bésica.

OBSERVACIONES:

» En (2.12) existe una ecuacion por cada grado de libertad, por lo que
la elecciéon de coordenadas generalizadas libres conduce directamente
al minimo nimero de ecuaciones dinédmicas.

» Se trata de ecuaciones diferenciales de segundo orden (al existir deri-
vadas temporales de los términos 97'/0¢;, que dependen, a su vez, de

Gs)-

» De las ecuaciones (2.12) han quedado eliminadas todas las reacciones
de enlace que no realizan trabajo virtual, correspondientes a los enla-
ces lisos. Esto contrasta con las ecuaciones procedentes de los teoremas

Newtonianos en las que, en principio, deben considerarse también es-
tas reacciones.

» Una vez evaluadas las expresiones de T' y de @Q);, las ecuaciones de
Lagrange se pueden obtener de forma automética sin mas que apli-
car las reglas analiticas de derivacion correspondientes a (2.12). Es
posible incluso automatizar su obtencién mediante una programacién
adecuada de sistemas de mateméatica simbolica, como MAPLE, MAT-
HEMATICA, MACSYMA, etc.

d /0T
» El significado fisico del término T <8> en (2.12) es el de las fuerzas
qj
de inercia. Para comprobarlo, tomemos como coordenadas las propias
coordenadas vectoriales r;:

drorN alo (&1, d, . .
£(5)-4[3 (B -t o
=1
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= Los términos 07'/0q; pueden interpretarse como fuerzas ficticias pro-
cedentes de la eleccion de coordenadas generalizadas {g;}. En caso
de que éstas sean simplemente las componentes cartesianas de los
vectores {7;}, desaparecerian. Estas fuerzas se anaden a las fuerzas
generalizadas @); en la direccion de g;.

» En el caso en que las coordenadas {¢;} no sean libres, sus variaciones
{0g;} no pueden ser arbitrarias, y no es posible llegar a ecuaciones
como las (2.12). Es necesario partir de la ley fundamental (2.11) y
emplear técnicas especiales de resolucion, segin se discute en el apar-
tado 2.2.7.

2.2.3. Caso en que las fuerzas provienen de un potencial.
Funcién Lagrangiana

Si las fuerzas aplicadas proceden de un potencial V',

ov
fi=—grad;V = " or,

las fuerzas generalizadas tendran entonces la expresion:

N N
def 37"i 1% 87"i oV
AZE ,.7:_5 - . = ——. 2.13
Q] P fz 8qj =1 87*@- 8qj 8q]‘ ( )

En lo que sigue, admitimos la hipotesis de que el potencial V' depende de
las coordenadas y posiblemente del tiempo®, pero no de las velocidades®:

V= V(Qj,t) = V(’I‘i,t).

Sustituyendo (2.13) y agrupando términos, las ecuaciones de Lagrange (2.12)
se pueden escribir como:

d (8T> AT V)

—_ (== =0 =1,... .

3Ya se ha comentado (apartado 1.1.3) que si el potencial no es constante (es decir,
OV (ri,t)/0t # 0), las fuerzas no son conservativas a pesar de provenir de un potencial.

“En caso de existir fuerzas de tipo electromagnético, esta suposiciéon no es vélida, ya
que las fuerzas dependen de la velocidad con la que se mueven las particulas con carga.
Es posible definir un potencial generalizado dependiente de la velocidad para este caso, y
establecer las ecuaciones de Lagrange correspondientes, aunque que no trataremos aqui
este aspecto para no complicar el desarrollo.
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Se define la funcion Lagrangiana como:

. def .
L(gj, 4j,t) = T(gj,d5,t) — V(gj,1);

al no depender V' de las velocidades, se verifica 01'/0¢; = 0L/0¢;. De esta
forma, las ecuaciones quedan finalmente:

d /(0L oL .

Estas expresiones constituyen las ecuaciones de Lagrange en su forma estan-
dar, aplicables para sistemas en que las fuerzas provienen de un potencial.

Es necesario comprender la importancia de la funciéon Lagrangiana L en
la caracterizacién dindmica de un sistema: basta con conocer su expresion,
L(gj,4;,t), para poder determinar a partir de ella las ecuaciones dinamicas
(2.14); toda la informacion dindamica del sistema esté por tanto contenida
en la estructura de L(gj, 4;,1).

EJEMPLO 2.4: Sea el problema de Poggendorf (ver ejemplo 1.8). Resolver
por los métodos de la dinamica analitica, obteniendo las ecuaciones de La-
grange.

Figura 2.5: Ejemplo 2.4; Problema
de Poggendorf.

ma
Solucion. El sistema es conservativo, ya que las poleas son lisas y solo actua
la gravedad. La funcion Lagrangiana es:

1 . 1 . 1 .
L=T-V = imlx% + imﬁ% + §m3x§ +migxy +magra +msgrs. (2.15)
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El sistema tiene en realidad dos grados de libertad sélo, ya que existe un
enlace holonomo (1.97), que permite escribir:

T3 = —21’1 — X2, (ifg = —2@'1 — jj’g. (2.16)

Eliminando &3 de (2.15), se expresa la Lagrangiana en funcién de coorde-
nadas libres:
r o, 1 51 . . 12
L= oMt + omaiy +oms (221 + @2)” + m1gx1 + magxe —m3g(2z1 + x2).
(2.17)
Las ecuaciones de Lagrange se obtienen calculando las derivadas de L:

d [ OL oL

— (=== = 4ms)i1 + 2maia = —2mag;  (2.18

% <8j:1> 5, (m1 4 4m3)@1 + 2msds = mig — 2msg;  (2.18)
d (0L oL

(=)= = o + 2m3l = - . 2.19

a <85’c2> O7s (ma2 + mg3)is + 2msi = mag — m3g (2.19)

Estas ecuaciones coinciden con las que se obtuvieron antes (1.101) mediante

la aplicacion directa del principio de D’Alembert. O

EJEMPLO 2.5: Para el problema del semidisco calculado anteriormente me-
diante las ecuaciones de Newton-Euler (1.6), obtener la Lagrangiana y la
ecuacion de Lagrange en funcion del grado de libertad 6 (figura 2.6).

Figura 2.6: Ejemplo 2.5 . Semidisco que rueda sin deslizar en una configu-
racion genérica, definida por el dngulo 0. La distancia del centro de masas
G vale d = %.
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Solucidon. El sistema es conservativo, ya que no se produce deslizamiento
en la base y las unicas fuerzas que trabajan son las de la gravedad. Esta
definido por un tnico grado de libertad (), ya que la condicion de rodadura
restringe dos grados de libertad de los tedricos tres que tendria un sélido
rigido en movimiento plano.

La funcion Lagrangiana es

1 1.
L=T-V= 5Mvé+§lc;92 — Mgya,

1 16
Ig=(=---— ) MR?%
. <2 9772) ’

4
yo = R — —RCOSG;
3T

siendo

) AR\ Z . AR .
vE = R*0% + (;) 0% — 2337]:92 cos .

(La expresion de @ se obtiene considerando que es la suma del arrastre del
centro del aro Rf y la rotacion de G alrededor del mismo df. )
Desarrollando la expresion resulta

1/3

8 . 4
L=—-|=-—— MR%*0?> — M 1——. 2.2
5 (2 i cos@) R°0 Rg< 37r> (2.20)

Realizando las derivadas se obtiene la ecuacién de Lagrange:

d (OL\ 0L N
dt \a9g) 90
3 8 R 4
5—3—cos0 MR 9+3 MR*0 sen@-—MRg—senQ (2.21)
T

De esta ecuacién se puede despejar la aceleracion,

8 (92 + g/R) sen 6
9r — 16

0=—

(2.22)

Se trata de la misma ecuacién obtenida antes por los procedimientos de
Newton-Euler (1.75), aunque ahora de forma mucho méas sencilla. O

EJEMPLO 2.6: El péndulo doble de la figura estd formado por dos varillas
rigidas y sin masa, con sendas masas (mj,mz) en los extremos. Las varillas
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Figura 2.7: Ejemplo 2.6.

estan unidas mediante articulaciones entre si y a un punto fijo. El movimien-
to se desarrolla en un plano vertical, sometido al peso propio. Determinar las
ecuaciones de la dindmica, empleando como coordenadas (libres) los angulos
(61,02) (ver figura 2.7).

Solucion. El sistema es conservativo y descrito mediante coordenadas li-
bres. La velocidad de mj es lél y la de my se halla como suma de los dos
vectores (figura 2.7) 161 v 105 que forman un angulo (62 — #1). Con todo, la
Lagrangiana resulta:

1 ) 1 ) ) ..
L=T=V =m0} + Smol? [9% 462 4 26164 cos(0 — 91)]

+ miglcos @y +mag(lcosby + lcosbs). (2.23)
Derivando la Lagrangiana se obtienen las ecuaciones de Lagrange:

da oLy _or
dt 891 _601

(m1 + mg)l2§1 + TTL2l2é2 COS(GQ — 91) — m2l2é% sen(92 — 01)
+ (m1 4+ ma)glsenf; =0 (2.24)

afory_o

m2l24§1 COS(02 — 91) + m2l2ég + TTLQZQG.% sen(02 — 91)
+maglsenfy =0. O (2.25)
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Unicidad de la funcién Lagrangiana

La eleccién de una funcién Lagrangiana para representar un sistema
no es unica. Para comprender esto basta considerar un potencial distinto
que difiera en una constante aditiva (V' =V + cte.), como sabemos, estos
dos potenciales son equivalentes por completo. Por tanto, dos Lagrangianas
que difieran en una constante también serdn equivalentes. Este resultado
se puede generalizar, ya que es posible comprobar que dos Lagrangianas
que difieran entre si en una derivada total de alguna funcién que dependa
exclusivamente de coordenadas y tiempo, son equivalentes’.

En efecto, sean L y L' tales que

) def ) d
L'(gj,45.t) = L(gj,45,t) + 5 (a5 t); (2.26)

siendo F'(gj,t) una funcién cualquiera de ¢; y t pero no de las velocidades
gj- Por la definicién funcional de F', desarrollando la derivada temporal:

dF = OF OF
L' -L=—= —q —
at > o T o
k=1
y las contribuciones de este término en las ecuaciones de Lagrange son:

d [0 (dF\] _d [OF] §~ OF . OF
dt |og; \'at )|~ at [ag;] ~ & 0q;00, " " dg;0t

0 [dF] <~ 90°F . = 0°F
L e D
Ogj | dt — 0q0q; 0tdq;
Como se ve, al restar ambos términos en (2.14) se anulan entre si, y el

resultado neto, de emplear L', son las mismas ecuaciones dindmicas que
para L.

Caso de fuerzas no conservativas

En los casos en que existan algunas fuerzas que procedan de un potencial
(Q}/ def —0V/0q;) y otras que no (Q;V)

191%
QJ:Q}/JFQ;'V:—?JF i
4a;

Las transformaciones que ocasionan una variacién de L de este tipo se denominan
«transformaciones de gauge», término proveniente del inglés, aunque la traduccioén directa
en castellano «transformaciones de galga» no parece tampoco muy atractiva.
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es posible definir una Lagrangiana parcial L =T — V| resultando entonces
las ecuaciones:

d (dL\ OL .y .
dt(aq)__Qj? j=1,...,n (2.27)

donde so6lo aparecen expresamente las fuerzas no conservativas Qé-v .

Transformaciones admisibles de coordenadas

Las coordenadas generalizadas empleadas son una eleccion, es facil com-
prender que no son unicas. Por ejemplo, en lugar de una coordenada g;
podria igualmente haberse considerado un miltiplo de esta (g; para cual-
quier 3 # 0. Si se emplean unas coordenadas distintas véalidas {g;} estas
darén lugar a un conjunto de ecuaciones de Lagrange también distintas pe-
ro equivalentes. La condicién general para admitir otras coordenadas puede
resumirse en que la transformaciéon sea regular, es decir que el determinante
de su jacobiano no se anule’:

'8% £0. (2.28)

0q;

2.2.4. Desarrollo explicito de las ecuaciones del movimiento
Expresiones de la energia cinética y momentos generalizados
La energia cinética es una funcién cuadratica de las velocidades. Esta

propiedad se conserva al expresarla en coordenadas generalizadas. En efecto,
desarrollando su expresion a partir de (2.2) se obtiene en el caso general

mir? =Ty + T + Tp, (2.29)

|

N
r-3
i=1

8 Curso de Mecdnica, J.M. Goicolea (2010), apartado 7.2.3.
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siendo T3 un término cuadrético en funciéon de ¢;, T3 lineal y Ty indepen-
diente de ¢;:

n

N
1 .. . def 8ri a’l"i
=Y - : d N 2.30
2 P 2alekQZ s1endo  agg 2 my e Oq ( )
n N
. . def or; Or;
T = kg_l akqr, siendo ap = ;:1 m; 90 o (2.31)

N g or;\ 2
Ty=)_ 5 <a;> (2.32)

=1

En el caso en que no exista dependencia explicita del tiempo en la de-
finicion de las coordenadas generalizadas (9r;/0t = 0), la expresion de la
energia cinética serd cuadratica homogénea en ¢;,

n

|
T'=1T= Z o Ok1dkL (2.33)
k=1

esto sucedera si no se emplean sistemas de coordenadas moéviles ni hay
enlaces rednomos (es decir, dependientes del tiempo).
Por otra parte, los momentos generalizados se definen como

def OL

j=1,... ; 2.34

admitiendo que el potencial no depende de las velocidades, se obtiene

[o) A— .
D=5 = Z ajkqr + aj . (2.35)
04 i

Forma general de las ecuaciones

En funcién de los momentos generalizados, las ecuaciones de Lagrange
(2.14) pueden reescribirse como

oL

) — — = =1,...,n). 2.
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Desarrollando estas expresiones puede comprobarse’ que la forma més ge-
neral de las ecuaciones puede expresarse como

= .. - . . - . " da; . Oa; 0Ty, OV
D gl D UMl + > vl + 3 "5kt Ty~ 0t =0
k=1 Lk=1 k=1 k=1 4j q;

(2.37)

donde se han empleado los coeficientes

Ldef 1 (Oajp,  Oaj 3%1)
kl,j] = = LRt L , 2.38
[h.] 2 ( oq  Oq.  Ogj (2.38)
def Oaj;  Oay .
g o= —s = — 2 % k=1,... . 2.
Vik Vkj aqk BQJ (.]7 ) ) n) ( 39)

En las ecuaciones (2.37) se distinguen términos proporcionales a las acelera-
ciones (gx), términos cuadraticos en las velocidades (gxq;), términos lineales
en las velocidades (qx) y por ultimo términos independientes.

2.2.5. Integrales primeras

Coordenadas ciclicas

Partiendo de las ecuaciones de Lagrange expresadas en la forma (2.36),
si la funciéon Lagrangiana L no depende explicitamente de una coordena-
da g; —es decir, 0L/0q; = 0—, se verifica la conservacion del momento
generalizado correspondiente:

oL
si — =0 = p; =cte. 2.40
8(]]’ J ( )

Se dice entonces que g; es una «coordenada ciclica» o ignorable. Las ex-
presiones (2.40) constituyen integrales primeras del movimiento, ya que son
ecuaciones en las que intervienen sélo derivadas primeras de las coordena-
das.

Se puede interpretar el significado de las coordenadas ciclicas consideran-
do que, si una coordenada g; es ciclica, se puede sustituir (¢;) por (¢j +C),
siendo C una constante, y las ecuaciones no varian. Esto se debe a que L
no depende de g;, y por otra parte ¢; es invariante ante ese cambio. Por el
contrario, hacemos notar que el hecho de que una coordenada sea ciclica no
quiere decir que su valor sea constante, ni tampoco la velocidad generalizada
correspondiente.

"Curso de Mecdnica, J.M. Goicolea (2010), apartado 7.2.4
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Sin embargo, para una coordenada ciclica g;, sera posible eliminar de las
ecuaciones la velocidad correspondiente ¢;, empleando la integral primera
(2.40). Si el sistema tiene n grados de libertad, de los que k corresponden
a coordenadas ciclicas, se podran eliminar éstas y quedar descrito el mo-
vimiento mediante dos conjuntos desacoplados de ecuaciones: k ecuaciones
(2.40) para las coordenadas ciclicas, y (n — k) ecuaciones (2.14) para las
demaés coordenadas. El problema se ve considerablemente simplificado, pro-
cediéndose en primer lugar a resolver estas ultimas (n — k) ecuaciones; una
vez resueltas, se obtiene el valor de las k coordenadas ciclicas®.

Es posible extender el concepto de coordenada ciclica para el caso en
que las fuerzas no procedan de un potencial. Para ello se define el momento
generalizado en direccién j como

p; e 0T
La condiciéon de coordenada ciclica sera entonces:
oT
si—=0yQ;=0 = p;=cte
aqj J J

Integral de Jacobi o de la Energia

En ocasiones es posible obtener una integral primera cuyo significado
esta relacionado con la energia total del sistema a partir de la funcién La-
grangiana. Para ello, observamos que la derivada total de L respecto del
tiempo es
n n

oL . oL . OL

+

d .
a6 =2 50+ ) bt G
J j=1 J

dt -
7=1

d
Sustituyendo a partir de (2.14), dL/0q; = 5(8L/8q]~), y operando:

dt ~ Zedt\og ) P T oY T o T at |[Leag; Y| T o

Agrupando los términos con derivadas totales, se deduce

d |<~ 0L . oL

- a4 — =~
dt = 0q; ot

8En Curso de Mecdnica, J.M. Goicolea (2010), apartado 12.7 se describe el procedi-
miento general de Routh para proceder a esta reduccion.
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de donde se obtiene la expresion de la llamada «integral de Jacobi»:

. OL def . oL
S1 87 = 07 = aiq]q‘] — L = cte <241)

j=1

OBSERVACIONES:

» En el caso en que 9r; /0t = 0, segtin vimos, la energia cinética es una
expresion cuadratica homogénea en ¢;. Entonces, a partir de (2.29,
2.30):

oL
T=T, = —= a;ikqg
2 aqj ; jkdk

y por tanto
"\ oL
h:E ai.qj‘—L:2T2—(T2—V):TQ+V:T+V,
— q;
j=1

por lo que h (2.41) coincide en este caso con la energia total, T+ V.

» Pudiera darse el caso de que 9r;/0t = 0 y, por tanto, T +V = h =
p;jq; — L, pero que esta expresion no se mantenga constante por ser
OL/0t # 0. Esto tultimo ocurrira si 0V (g;,t)/0t # 0, siendo en este
caso el sistema no conservativo desde el punto de vista fisico aunque
las fuerzas procedan de un potencial.

= Por otra parte, en los casos en que existan sistemas de coordenadas
moviles se verificara, como se ha dicho, dr; /0t # 0 y por tanto h =
pj¢; — L # T+ V. Sin embargo, puede que exista la integral de Jacobi
(si OL/0t = 0), aunque su significado fisico no sera en este caso la
conservaciéon de la energia. Un ejemplo tipico de esta situaciéon es
el de una referencia mévil pero inercial, con velocidad de traslacién
constante y rectilinea (cf. ejemplo 2.8)

Conservacion de la energia.— Otra manera —mas directa— de obte-
ner una integral de la energia es observando que, si las fuerzas son todas
conservativas, la energia se mantiene constante (1.45). En este caso, basta
con expresar dicha ecuaciéon en funcién de las coordenadas generalizadas
para obtener, en el marco de la dindmica analitica, la integral primera de la
energia, equivalente a (2.41). Recordemos que para que las fuerzas sean con-
servativas, ademés de provenir de un potencial, éste debe ser estacionario
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(0V/0t = 0). En funcion de las coordenadas generalizadas, esta condicion
se impone de la siguiente forma:

V(g;,t) . ov o .
dg; siendo 5 =0y (%n(qj,t) =0
Iz

E=T+4+V = cte.

si 3V tal que Q; = —

Hacemos notar que, en la expresion anterior, para establecer la constancia
del potencial V', ha sido necesario anadir la condicion (dr;/0t)(¢;,t) = 0,
es decir, que no existan sistemas de coordenadas moviles. Otra manera més
compacta de expresar la constancia de V' serfa en funcién de las coordenadas
vectoriales, mediante la condicién OV (r;,t)/0t = 0.

Por el contrario, en el caso en que el potencial V no sea constante,
aplicando el principio de la energia cinética (1.44),

N
OV (74, 1) OV (ri, 1)

por lo que
8‘/(7’1', t)
ot

es decir, no se conserva la energia T' + V. Hacemos la observacion de que
en la expresion anterior se emplea la derivada parcial respecto del tiempo
en relacion con las coordenadas vectoriales (absolutas), que es en general
distinta de la derivada cuando se consideran coordenadas generalizadas (po-
siblemente relativas o moviles):

AT +V) = dt # 0,

8V(’I‘Z‘, t)
ot

6V(q]', t)

7 ot

EJEMPLO 2.7: Sea el sistema formado por la masa mj que puede deslizar
libremente sobre una recta horizontal, y msy unida mediante una varilla
rigida y sin masa a m1, pudiendo girar libremente en un plano vertical.
a. Considerando los parametros (libres) (z,0) (ver figura 2.8), obtener
las ecuaciones de Lagrange e integrales primeras que hubiere.

b. Considerando ahora que se impone una velocidad constante v a my,
discutir la existencia de integrales primeras.

Solucion.
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Figura 2.8: Ejemplo 2.7.

a.— Desarrollando la funcién Lagrangiana resulta:

1 1 . :
L=T-V = imljzz + 5m2 (¢2 + 120% + 2136 cos 6) + maglcosf. (2.42)

Observamos que no depende explicitamente de x, por lo que ésta es una
coordenada ciclica:
oL oL

e 0 = p.= 5y = Mt + ma(& + 10 cos 0) = (cte.) (2.43)

La ecuacién de Lagrange en la otra coordenada es:

d (0L oL .
— (=) = = = ml®0 + mailcosf + maoglsend = 0. (2.44
dt<86> a0 2070+ 2 +mag (2.44)
En esta ecuacién aparece tanto # como la coordenada ciclica x. Es posible
eliminar esta ultima para obtener una ecuacién diferencial funcién exclusi-
vamente de las coordenadas no cglicas. Para ello, en primer lugar se despeja
derivando (2.43)

L (—lécos@ + 162 sen 9) ,
mi + ma
y sustituyendo en (2.44) resulta finalmente:
2
molf [ 1 — _m2 cos’0 ) + LZQHQ sen 0 cos 0 + moglsenf = 0.
mi + mso mi + ms
(2.45)

Por otra parte, todas las fuerzas son conservativas luego la energia total F
se conserva.

E=T+YV
1 1 . .
= §m1i2 + 5m2 (:’c2 + 126 4 2136 cos 9) — maglcosf (cte.). (2.46)
También puede razonarse que la Lagrangiana no depende del tiempo expli-
citamente, por lo que la integral de Jacobi h (2.41) es constante, y ademés

coincide con la energia E al no haber coordenadas méviles.
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b.— El sistema queda ahora con el tnico grado de libertad 6. La la-
grangiana es:

L= §m11)2 + §m2(02 + 1262 + 2016 cos 0) + magl cos 6. (2.47)
Ahora la energia total no se conserva, ya que se realiza un trabajo externo
para mover mp con la velocidad impuesta v. Sin embargo, L no depende
explicitamente del tiempo por lo que existe la integral de Jacobi:

OL o o p=% g
ot 00
1 1 . )
= —§m1v2 + img(—v2 + 120? + 2016 cos 0) — maglcosf (cte.). O

(2.48)

2.2.6. Sistemas naturales

Llamaremos sistema natural a un sistema descrito por las ecuaciones de
Lagrange en su forma estandar (2.14), en el que exista la integral de Jacobi
como constante del movimiento (9L/0t = 0) y la energia cinética sea funcion
cuadratica homogénea de las velocidades generalizadas (T' = T5).

Como se ha comentado antes (apartado 2.2.5), en este caso la integral de
Jacobi resulta tener un significado fisico claro, la energfa total del sistema,

h=T+V.

Al conservarse h se mantiene igualmente constante la energia, resultando
conservativo desde el punto de vista fisico.

Teniendo en cuenta que en un sistema natural los coeficientes en las
ecuaciones (2.31, 2.30) cumplen a; = 0 y da;;/0t = 0, las ecuaciones del
movimiento tienen una expresiéon considerablemente més sencilla que en el
caso general (2.37), resultando

n

. B4 ,
> adn + Y kL flakd + 5. =0 (=1l....n) (2.49)
k=1 k=1 4

En esta expresion se observa que las velocidades generalizadas ¢; intervienen
Gnicamente en términos cuadréticos.

Podemos observar que un sistema holénomo con integral de Jacobi, en
el que fuese T1 = 0 pero Ty # 0, tiene ecuaciones del movimiento muy
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similares a (2.49), ya que T puede considerarse agrupado con la energia
potencial V|
V=V -1,

de forma que la energia cinética restante es una expresioén cuadratica ho-
mogénea en las ¢;, al igual que en un sistema natural.

EJEMPLO 2.8: Sea un sistema formado por una masa y un resorte lineal,
capaz de moverse en una direcciéon, unido en su base a un punto que se
tiene un movimiento impuesto con velocidad uniforme vg. Sea [y la longitud
natural del muelle, k su constante, y x la elongacién respecto de la natural.
Discutir la existencia de una integral primera de la energia.

lo+x Figura 2.9: Sistema formado por una ma-
sa m y un muelle de constante k y longitud
natural ly, capaz de moverse en direccion x,

m cuya base tiene un movimiento impuesto de

vo L velocidad constante vg.
—

Solucion. La energia cinética es
1 . 2
T = im(vo + 1)

por lo que sus componentes homogéneas son

1 1
T, = §m$2; T, = muvpz; To= §mv§.

La energia potencial es
1
V = —ka®.
5 kT

Se comprueba inmediatamente que 0L/0t = 0, por lo que existe la integral
de Jacobi, que vale

1 1 1
h=Ty—To+V = -mi® — —mu} + ~ka?.
2 2 2
En este ejemplo, Ty es constante, por lo que la conservaciéon de h conduce
también a la conservaciéon de T, + V, aunque ambas constantes tengan
distinto valor.
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Otro procedimiento para analizar este ejemplo seria, considerando que
el sistema de referencia maévil con la base es inercial, realizar los céalculos
relativos a él:

1

T = —mi?;
1

V' = Zka?
B X

En este caso obtendriamos un sistema natural, en el que se conserva la
energia total 77 + V’. Observamos que ésta coincide con Th + V relativa al
sistema fijo inicial, que ya habiamos visto se conservaba. O

EJEMPLO 2.9: Un disco circular de radio a, situado en un plano horizon-
tal, tiene un movimiento de rotacién impuesto alrededor de su centro con
velocidad constante w. En su perimetro esta anclado un muelle, de longitud
natural rg, que en su otro extremo tiene una masa m. Obtener las ecuaciones

del movimiento e identificar los términos giroscopicos’.

Figura 2.10: Disco que gira con
velocidad constante w, con un
resorte fijado en su perimetro,
al cual estd sujeta a su vez una
particula de masa m.

Solucidon. Para calcular la energia cinética debemos expresar antes la velo-
cidad del punto P, lo que puede hacerse a través del movimiento relativo al
disco,

9Se denomina asi a los términos lineales en las velocidades y con coeficientes hemi-
simétricos ;i en las ecuaciones (2.37), véase Curso de Mecdnica, J.M. Goicolea (2010),
apartado 7.2.8.
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Vp = VA +Vp|g
= [~awsen(wt) — r(w + ) sen(wt + @) + 7 cos(wt + )] ¢
+ [aw cos(wt) 4 r(w + ¢) cos(wt + @) + rsen(wt + ¢)] J

La expresiéon de la Lagrangiana es

k
L= % [a*w? + 1% (w + $)* + 72 + 2arw(w + $) cos ¢ + 2awr sen | —5(7’—7’0)2.

Las ecuaciones de Lagrange resultan
mi — mrgb2 — 2mrwy — mrw? — maw? cos e+ k(r—rg)=0

mr2p + 2mrrg + 2mrwr + marw? sen = 0

En la primera ecuacién —respecto a r— el término giroscopico es —2mrwe,
y en la segunda ecuacién —respecto a ¢— el término correspondiente es
+2mrwr. La matriz de coeficientes hemisimétricos es por tanto

is] = 0 —2mrw
Tiil =\ omrw 0 ’

Estos términos son los que corresponden al desarrollo de la energia cinética,

T ="1T,+ T + To;
T, = %m(r%ﬁ +i7),
T1 = m(r?wp + arwp cos ¢ + awr sen @),
Ty = %mwz(QQ + 72 + 2ar cos ©),
de donde se deduce
o1y oty 2
r = > = MaWrseny, a, = R = Mr W + marw cos ¢;
_ Oay  Oay = —2Mrw, Ypr = —Yrp = 2Mrw O

= 50 T or

2.2.7. Sistemas con ligaduras

Sea un sistema descrito mediante coordenadas generalizadas {¢;} no li-
bres. En este caso, las variaciones {d¢;} no pueden considerarse arbitrarias
y el sistema estda gobernado por la ecuacién fundamental de la dindmica
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(2.11). Si el sistema admite potencial V' se puede escribir esta tltima ecua-
cion en funcién de la Lagrangiana L:

" [d /0L oL
— | =— | ——=19q;, =0, V{dq;} compatibles. 2.50
> [ (55 )~ =0 i) com e

Al no ser arbitrarias las variaciones {dg; }, estando sujetas a restricciones de
los enlaces, no se pueden eliminar de la ecuacién anterior.

No resulta posible elegir un conjunto de coordenadas libres si existen
enlaces anholénomos en los que intervienen las velocidades, del tipo:

Existe un método general para resolver estos sistemas anholénomos con
ligaduras, mediante el empleo de multiplicadores de Lagrange. Su desarrollo
excede los objetivos de este curso y por tanto no se incluye aqui, pudiendo
consultarse en otros textos'’.

10 Curso de Mecdnica, J.M. Goicolea (2010), apartado 7.4.
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