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8.1. El péndulo esférico

En este capitulo se describen algunos ejemplos significativos de apli-
cacién de las ecuaciones de la dindmica de so6lidos rigidos en movimiento
tridimensional. En primer lugar se trata el caso del denominado péndulo
esférico que al no tener rotacién propia se caracteriza tnicamente por dos
grados de libertad y resulta mas sencillo.

Sea una masa puntual m sujeta a un extremo de una varilla rigida y sin
masa de longitud [, cuyo otro extremo (O) esta fijo. El sistema rigido asi
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Figura 8.1: Un péndulo esférico
consiste en una masa puntual m
unida por una varilla rigida a un
punto fijo O, pudiéndose mover
en cualquier direccion del espa-
cto.

definido no tiene dimension transversal a la varilla/particula, que considera-
mos alineada con el eje Oz (versor k) del triedro del cuerpo. No existe inercia
a la rotacion propia alrededor de dicho eje, por lo que no tiene sentido defi-
nir este grado de libertad. El movimiento queda caracterizado inicamente
por dos angulos: ¢ (precesion) y 0 (nutacion) (figura 8.1). Es inmediato
ver que el triedro del cuerpo, cualesquiera que sean las orientaciones de los
otros dos ejes Ox y Oy normales a Oz, es principal. Las componentes del
tensor de inercia en O son

mi2 0 0
[Io]=| 0 ml* 0
0 0 0

En particular, consideraremos el eje Oz horizontal y normal al plano for-
mado por la varilla y la vertical por O, es decir, tangente a la circunferencia
dibujada en la figura 8.1, y el eje Oy normal a la varilla y contenido en dicho
plano vertical. Las componentes de la velocidad de rotacién segtn estos ejes
son respectivamente p = 0 y ¢ = 1senf (segun el eje Oz como ya se ha
comentado no se considera rotacion, r = 0). Puede comprobarse que estos
valores resultan de particularizar las componentes de (6.54) para ¢ = 0, o
bien de tomar directamente las componentes en el triedro intermedio (6.55).
La Lagrangiana vale por tanto

1 1 . .
L= §ml2(p2 +¢*) 4+ mglcosf = 5m12(02 +1)? sen? ) + mgl cos 6 .

Podemos expresar dos integrales primeras. En primer lugar i) es una
coordenada ciclica puesto que no aparece en la Lagrangiana (0L/0y = 0):

H = mi*)sen?0. (8.1)
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Por otra parte, la energia total se conserva, al ser las tnicas fuerzas las del
campo gravitatorio conservativo:
mi?

E = 7(62 + p?sen? 0) — mgl cos b . (8.2)

De (8.1) despejamos la velocidad de precesion:

- H
Y=—F—75-,
ml? sen?

de donde se desprende que ¢ nunca cambia de signo, ya que en el lado
derecho de la igualdad el tnico término que no es constante (sen?f) es

siempre positivo. Eliminando v en la ecuacion (8.2), se obtiene:

ml? H?
E = 92 — mgl cosf
2 + omiZsen2g IR
y despejando 62,
: 2F H? 2
6% = ) cosf.

mi2  m2l4sen * l
Se puede ahora realizar el cambio
?:LQ

u=-cost = 02:172,
—u
obteniéndose al eliminar 6 una ecuacién cubica en u:

LT
mi2 l m2l4’

flu) =1i% = (1 —u?) ( (8.3)

Para que el movimiento fisico sea real debe ser f(u) = % > 0, con
lo cual se puede delimitar el rango de valores de u en el que se desarrolla
dicho movimiento. La ecuacion (8.3) es un polinomio cibico que posee tres
soluciones reales para f(u) = 0, correspondientes a puntos de maximo o
minimo de u, ya que en ellas vale & = 0. De ellas, dos y sélo dos estéan
comprendidas entre u = 1 y u = —1, rango de validez del cambio de variable
anterior. En efecto, para u = 1 se comprueba facilmente que f(u) < 0 (el
primer sumando de la ecuacion (8.3) se anula y solo queda el segundo que
es negativo); luego para que efectivamente exista un movimiento real con
f(u) > 0 dentro del intervalo considerado, debe haber dos puntos (u,u2)
en que la curva f(u) cruce el eje f(u) = 0 (figura 8.2). Por ello la nutacion 6
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Figura 8.2: Grdfico de la ecuacion ci-
bica f(u) obtenida a partir de la inte-
gral primera de la energia, en funcion
de u = cosf. Las raices f(u) = 0 co-
rresponden a los valores extremos de
la nutacion, existiendo dos en el ran-

go de validez del parametro (—1 < u <
+1). El movimiento se desarrolla con
f(u) > 0 y por tanto la nutacion esta-
rd comprendida entre estas soluciones:
0, = arccosu] y 65 = arccosus. Fl va-
loruy € [0, 1] corresponde al minimo de
la nutacion 01 = Oy, € [0, 7/2].

Figura 8.3: La trayectoria del pén-
dulo esférico se sitia entre dos valo-
res extremos, mdzimo y minimo, de
la nutacion. El minimo (punto mds
bajo de la trayectoria) estd necesa-
riamente por debajo del punto O, es
decir, por debajo del ecuador de la
esfera (Omin € [0,7/2]).

oscilaréd comprendida entre dos valores extremos 6, = arccosu) y Opax =
arc cos ug correspondientes a las dos soluciones citadas (figura 8.3).

Se puede demostrar que en el péndulo el minimo de 6 necesariamente
debe estar por debajo del punto de apoyo O, es decir, 0 < O < 7/2. En
efecto, obtengamos la ecuacion de Lagrange en 6:

d (OL\ = o5 OL 59
dt<aé>_ml 0; %—mlw sen f cos — mglsen 6,

resultando ) ‘
ml20 = mi*y? send cos @ — mgl sen 6.

Para /2 < 6 < 7 se verifica sen > 0, cos < 0; por tanto de la ecuacion
de Lagrange anterior se deduce que en este intervalo # < 0, lo que hace
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imposible que exista un minimo dentro de él (en el minimo debe ser 0> 0).
Por tanto i, ha de estar necesariamente entre 0 y 7/2, como queriamos
demostrar (figura 8.3).

8.2. Movimiento por inercia

8.2.1. Propiedades del movimiento; construccién de Poinsot

Cuando un soélido con un punto fijo no tiene fuerzas aplicadas o estas
son tales que su momento respecto del punto fijo es nulo (Mo = 0), el
movimiento se produce tnicamente por la inercia del mismo, las fuerzas (si
existen) no juegan ningtan papel. Este movimiento por inercia tiene varias
propiedades notables, que estudiaremos a continuacion.

a) El momento cinético Ho es constante.
Se deduce inmediatamente de la nulidad del momento de las fuerzas,

MOZ%(HO); Mp=0 = Hp=cte. [ (8.4)

Por tanto H o define un vector de médulo y direccién constantes en
el espacio. Convencionalmente, escogeremos esta direccion invariante
como versor K del triedro fijo, y llamaremos H al médulo:

Ho = HK. (8.5)

b) La Energia Cinética T es constante.
Si no hay fuerzas aplicadas o si estas no desarrollan trabajo en el
movimiento alrededor de un punto fijo, es obvio que la inica compo-
nente de la energia mecénica es la cinética y que esta debe por tanto
conservarse.

También puede desarrollarse una demostraciéon mas «formaly». Para
ello se parte de la constancia de Hp,

d .
0= “Ho=1Io-2+9A (o ); (8.6)

premultiplicando escalarmente por €2, que es perpendicular al segundo
sumando de la expresiéon anterior, resulta:

0= Io-0); (8.7)
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por otra parte, considerando la simetria de Io:

dr _ d
At dt

Como corolario de esta tultima propiedad, se puede afirmar que

«la proyeccion de € sobre la direcciéon invariante K =
Hop/H es constante.»

Figura 8.4: En el mo- \
vimiento por inercia la
proyeccion de € sobre la
direccion fija de Hp es A
constante, estando el ex- )
tremo del wvector € si-
tuado sobre el plano in-
variante.

En efecto,
Q'HO:Q‘(IO‘Q):2T (cte.) (8.9)

Este resultado admite una interpretaciéon geométrica: el extremo del
vector 2, supuesto su origen en O, pertenece a un plano fijo, per-
pendicular a Ho y situado a una distancia 27/ H, denominado plano
invariante (figura 8.4).

¢) De la expresion de Hp se obtiene una constante:
H*=Ho-Ho=(Io-9Q)-(Io-Q)=Q-(I5-9Q),  (810)

donde se ha tenido en cuenta la simetria de Ip. Por otra parte, de la
expresion de T' se obtiene otra constante:

2T = Q- (Ip- Q). (8.11)

Multiplicando (8.10) por 27, (8.11) por H? y restando ambas término
a término:

Q- (H*Ip - 2TT%) - Q=0. (8.12)
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Esta ecuaciéon define una forma cuadratica degenerada, en funcién
de la matriz de coeficientes constante [A] = H?[Ip] — 2T [Ip]?. Esta
forma es la expresion general de un cono cuddrico’, es decir un cono
cuya seccién recta es en general una elipse, siendo €2 una generatriz
del cono. Este cono se denomina cono del cuerpo, y a lo largo del
movimiento rueda sin deslizar sobre el cono fijo, superficie que describe
Q en relacién al triedro fijo. Este tiltimo es también un cono, al pasar
su generatriz {2 siempre por el punto O, aunque por lo general no es
cuédrico. Ambos conos corresponden, respectivamente, a los axoides
movil y fijo del movimiento del sélido (apartado 6.1.2).

d) La constancia de la energia cinética permite escribir:

a (Lo .q)-,
2T

expresion que es enteramente analoga a (7.53) que define el elipsoide
de inercia, sin mas que aplicar el factor de escala r = /v/2T (recor-
demos que T es constante). Por lo tanto, el lugar geométrico definido
por el vector 2/ V2T es precisamente el elipsoide de inercia®.

La normal a este elipsoide viene definida por el gradiente de la super-

ficie: 5 7 7 -
o 20 o_ 10
2o (o q)]-To ooty

es decir, coincide con la direccién invariante, normal al plano invarian-
te. Comprobamos por tanto que este elipsoide en el punto definido por
2 es tangente precisamente al plano invariante definido en la propie-

dad b).

En resumen, las propiedades anteriores del movimiento por inercia per-
miten la siguiente construccion geométrica debida a Poinsot que lo define:

1. El vector € pertenece a un elipsoide homotético al de inercia (de
razéon v2T'), con centro en O, que permanece tangente a lo largo del
movimiento al plano invariante, plano perpendicular a H o y situado

'La ecuacién general de un cono cuadrico en ejes principales es 22 /a®+y? /b> — 22 /c* =
0, siendo a y b los semiejes de la seccion recta eliptica. Como caso particular a = b
se obtiene el cono recto circular, z?/a® 4+ y*/a®> — 2?/c®> = 0. Es posible comprobar,
desarrollando las componentes en ejes principales de la matriz [A] que se obtiene una
ecuacién de este tipo, y que si el tensor de inercia es cilindrico seré un cono recto circular.

20tra manera de expresar lo mismo es diciendo que € define un elipsoide homotético
al de inercia, de razéon VorT.
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Figura 8.5: El extre-

mo de Q, en relacion -

con el sistema de re-
ferencia del cuerpo,
estd sobre un elip-
soide, homotético al
de inercia. Este elip-
soide es ademds tan-
gente en todo instan-
te al plano tnvarian-
te (su normal comun
es N ), sobre el cual
rueda (y pivota) sin
deslizar.

a una distancia 27'/H de O. Al ser nula la velocidad de todos los
puntos del solido sobre el eje (O, 2), el movimiento es una rodadura
sin deslizamiento del elipsoide sobre el plano invariante?.

2. Considerando un soélido con simetria de revolucién® el vector §2 genera
en el sistema de referencia del cuerpo un lugar geométrico que es un
cono recto circular (cono del cuerpo). En una referencia fija, genera
otro cono recto circular (cono fijo). El movimiento del solido se puede
interpretar como el cono del cuerpo rodando sin deslizar sobre el cono

fijo (figura 8.6).

Estos dos conos son precisamente los denominados azoide movil (6.25) y
azoide fijo (6.26) en el estudio del campo de velocidades.

OBSERVACIONES.-

= En general €2 no es constante ni en moédulo ni en direccién, a pesar
de que Hp sf lo sea.

3El lugar geométrico que define el punto de contacto (definido por €2) sobre el elipsoide
se denomina Polodia, mientras que el correspondiente lugar geométrico sobre el plano
invariante se llama Herpolodia

4En realidad basta con que el tensor de inercia sea cilindrico

N

N
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Ho=HK

Figura 8.6: El movimiento
por inercia es andlogo al de
un cono mdovil con el cuer-
po, que rueda sin deslizar so-
bre un cono fijo. Ambos conos
son los azxoides del movimien-
to, y comparten en todo ins-
tante una generatriz, definida
por el vector €.

Cono del
cuerpo

» En el caso particular de un so6lido de revolucion (tensor de inercia
cilindrico), el médulo Q = |€2] si seré constante, aunque su direccion
varie segin la generatriz del cono.

EJEMPLO 8.1: Sea un cilindro macizo homogéneo de radio r, altura h y
masa m, que se mueve libremente en el campo gravitatorio simplificado. Se
le pone en movimiento comunicandole una velocidad inicial de rotaciéon que
forma 45° con el eje del cilindro, y cuya componente segiin dicho eje vale w.
Describir el movimiento del sélido.

SOLUCION: Los momentos principales de inercia son:
1 1 1
A=B=-mr’+—mh* C=_-mr’
4mr + 12m ; 2m7‘

La velocidad de rotacion inicial es g = (w, 0,w), luego
1
Hop=Awi+Cwk; T = i(Aw2 + Cw?);
1
H=wVA2+(C? K=-——(Ai+Ck).
VA2 + 02( )

Por lo tanto, la matriz de coeficientes del cono del cuerpo (cf. ecuacion
(8.12)) es

10 0
A=2TI% - H’Top=AC(A-C)* |0 1 0
00 —1
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Se trata de un cono de revolucién, con vértice en el centro del cilindro y
cuyo eje lleva la direccion k. El semiangulo cénico es
Q 1
cosai=k-—=— = o=
Q V2
Por otra parte, el cono fijo es igualmente un cono de revolucién, cuyo eje
lleva la direccién de K y el semiangulo conico es

N

Q A+C
cosa; = K 0 _ +

Q0 VA +oe

A su vez, el elipsoide de inercia sera de revolucion con semiejes (1/v/A, 1/y/C),
siendo su ecuacion Az? 4+ Ay? 4+ Cz% = 1. El vector velocidad angular, en el
sistema de referencia del cuerpo, permanece sobre un elipsoide homotético
al de inercia, de ecuacién

Ap® + Ag® + Cr? = 2T,

donde (p, q,r) son las componentes de 2.

8.2.2. Ejes permanentes de rotacion

En el apartado anterior hemos observado que el vector velocidad de
rotaciéon 2 no tiene porqué ser constante, ni en direccién ni en modulo,
en un caso general de movimiento por inercia. Se plantea ahora obtener
las condiciones para que la direcciéon de €2 pueda permanecer constante.
Se denomina eje permanente de rotacion de un soélido aquél que, para un
movimiento por inercia con velocidad de rotaciéon inicial alrededor de dicho
eje, se mantenga invariante la direcciéon de rotacion.

Sea el eje (O, e), y una velocidad de rotacion inicial 2y = Qpe. Supone-
mos que la direccién de 2 permanece segin la misma direcciéon e a lo largo
del movimiento. En primer lugar, observemos que puesto que la energia T

es constante,

1 0?
T:§Q~(IO~Q):71}:C‘56,

siendo I, = e - (Ip - ), momento de inercia respecto al eje (O, e). Al ser
éste constante se deduce que el médulo de €2 tampoco varia: = €.
Por otra parte, de la ecuacion de Euler (7.66), al ser 2 = 0,

d
OZ&HO:Q/\(Io-Q).
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Se deduce por tanto que I - ha de ser paralelo a €2, es decir la direccion e
debe ser principal de inercia en O. Por tanto, un eje permanente de rotaciéon
serd necesartamente un eje principal de inercia del solido.

Esta condicién, que es necesaria, no basta sin embargo para garantizar
la estabilidad del eje permanente de rotaciéon. Para analizar este aspecto,
elegiremos unos ejes del cuerpo de forma que k corresponda con la direccion
principal que se desea estudiar, segiin la cual se imprime una velocidad de
rotacion 2. Supongamos que se producen unas inevitables perturbaciones
pequenas en las otras dos direcciones perpendiculares, con lo que la veloci-
dad angular es:

Q= (e, €, T) siendo €, €4 K 7

La estabilidad de €2 como direcciéon permanente de rotacién equivale a ga-
rantizar que las perturbaciones introducidas (€p, €;) se mantengan pequenas
(acotadas) a lo largo del movimiento. Si por el contrario estas perturbacio-
nes crecen sin estar acotadas, el movimiento de rotacién alrededor de dicho
eje sera inestable.

Analicemos por tanto la evoluciéon de (e, €;). Desarrollando para este
caso las ecuaciones de Euler (7.67) con Mo =0,

0=Aé, — (B—C)eqr
0=DBé; — (C— A)rey (8.14)
0=Cr— (A— B)epeg = Cr

De la ecuacion (8.143), despreciando infinitésimos de orden superior, se de-
duce que r = cte. Derivando (8.14;),

0= A&, — (B —C)éyr;

despejando de (8.142) (¢, = (C' — A)rep/B) y eliminando en la ecuacion

anterior se obtiene finalmente:

(€~ B(C-4) ,
B

Aép + ep = 0.
Se trata de una ecuacién diferencial de segundo grado en funcién exclusi-
vamente de €,. Es una ecuacién similar a la del oscilador armoénico simple
(apartado 4.1),

mi + kx = 0.

Como se vib esta ecuacion tiene solucion armonica (acotada) para x si k >
0, mientras que tendra una soluciéon exponencial (monoétona creciente, no
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acotada) si k < 0. Asi, la condicion de estabilidad para que €, se mantenga
pequena es:

bien C>ByC>A,

(C-B)(C—-A)>0 )
6bien C<ByC<A.
Por lo tanto para que el eje principal sea estable como eje permanente ha de
corresponder bien al méximo, bien al minimo, de los momentos principales
de inercia. En el caso en que corresponda al intermedio, no podra ser eje
permanente, siendo en este caso el movimiento inestable.

La propiedad anterior se puede confirmar experimentalmente con nume-
rosos objetos de uso cotidiano, arrojandolos al aire con una velocidad de
rotacion inicial, en caida libre. Es facil verificar que sometido tinicamente a
su propio peso, para un objeto en caida libre el momento en el centro de ma-
sa G es nulo®, por lo que experimenta un movimiento por inercia alrededor
de G.

Podemos realizar el experimento con una caja rectangular de cartén
facil de encontrar en cualquier domicilio u oficina. Admitiendo que la caja
es sensiblemente plana, como se muestra en la figura 8.7, dos momentos
principales de inercia corresponden a los dos ejes de simetria dentro del
plano A y B. La planitud de la caja permite deducir que para la tercera
direccién principal, normal al plano, el momento de inercia ser& suma de los
otros dos (C'= A+ B) y por tanto el maximo. Por otra parte, el momento
del eje paralelo al lado menor del rectangulo (B en la figura) sera mayor
que el otro (A), por lo que B seré el intermedio y A el minimo. Si se lanza
la caja al aire girando alrededor de los ejes C o A, permaneceré en rotacion
estable, mientras que la rotacion alrededor del eje B es inestable.

Anéalogamente podriamos probar con una raqueta de tenis o de ping-
pong. En este caso el momento de inercia minimo corresponde al eje del
mango, v el méaximo al eje perpendicular al plano de la raqueta®.

5En efecto, para un cuerpo B de masa M:

Mc:/(r—rc)/\(—gk)pdvz—/r/\gkpdV+/’“G/\9deV
B B B
=—-MrcANgk+rcN\Mgk=0.

Como receta, es valido suponer que un campo de fuerzas uniforme y paralelo como el
gravitatorio simplificado produce en el s6lido el mismo efecto que su resultante (—M gk)
“aplicada” en el CDM (G).

S Algtn autor denomina este resultado como el teorema de la raqueta de tenis (E. Neal
Moore, Theoretical Mechanics, Wiley 1983)
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C>A C>B

/| /| %_'_'

A<B, A<C

B<C, B>A
(estable) (inestable) (estable)

Figura 8.7: Los ejes de momento de inercia mdzimo (C) y minimo (A)
permiten movimientos de rotacion permanente estables, mientras que el in-
termedio (B) es inestable.

8.2.3. Ecuaciones del movimiento

Veremos a continuacién las ecuaciones concretas que gobiernan la evolu-
cion de los angulos de Euler y las velocidades angulares para el movimiento
de Poinsot descrito geométricamente en el apartado 8.2.1. Plantearemos
primero el caso general y a continuacién el caso particular en que dos mo-
mentos principales sean iguales (solido de revolucién), en que la solucion se
simplifica considerablemente y se puede integrar directamente.

Caso general.— Las componentes de la velocidad de rotacién en el trie-
dro del cuerpo son 2 = pt + qJ + rk, cuya expresiéon en funcion de los
angulos de Euler es (6.54):

p = 0 cos g + 1sen fsen (8.15)
q= —ésemp + @bsenecosgo (8.16)
r:¢+¢c080. (8.17)

La expresion del momento cinético es, a partir de (8.5) y (6.53)
Ho=HK = H(senfsenpi+senfcospj+cosbk). (8.18)

Es posible obtener otra expresiéon del momento cinético en el triedro del
cuerpo aplicando directamente (7.31). Supondremos para ello, sin pérdida
de generalidad, que los ejes son los principales de inercia, con momentos de
inercia (A, B, C):

Ho=1p-Q2=Api+ Bqj+Crk. (8.19)
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Igualando componentes entre (8.18) y (8.19),

H

p= sen 6 sen p; (8.20)
H

=5 sen 6 cos @; (8.21)
H

= cos 6. (8.22)

De (8.22) se puede despejar

Cr
cosf = 2 (8.23)

y del cociente término a término entre las ecuaciones (8.20) y (8.21)

Ap
top = - 8.24
89 =3, (8.24)

Sumando la ecuacién (8.15) multiplicada por sen ¢ a la (8.16) multiplicada
por cos ¢, se puede despejar :

;. pseny +qcosy.

v sen 0 ’
eliminando de (8.20) sen p = P de (8.21) cosp = 4B obtene-
' Hsenf ” ' Hsen6’
mos:
~ Hsen26 ’

y por tltimo, eliminando sen? @ en virtud de (8.23),

¥ = o2\ T A2p2 4+ B2g2 (8.25)

H (1 e ) P q

Las ecuaciones (8.23, 8.24, 8.25), junto con las tres ecuaciones de Euler,

0=Ap— (B —-C)gr (8.26)
0=Bj—(C— Arp (8.27)
0=Cr— (A— B)pg (8.28)

forma un sistema de 6 ecuaciones con 6 incognitas: (¢,0,9,p, q, ), que
se puede resolver de manera auténoma.
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Solido de revolucion.— Sea el caso particular de un sélido de revo-
lucion”. Segitin se sabe (apartado 7.3.5) un eje de revolucién es siempre
principal de inercia. Todos los ejes normales a éste son también principales
y tienen igual momento de inercia. Tomaremos convencionalmente la direc-
cion k segun el eje de revolucion; los momentos de inercia seran C' (segin
k) y A = B (segun direcciones perpendiculares a k).

En la tercera ecuacion de Euler (8.28) el segundo sumando se anula, por
lo que:

Cr=0 = r=cte.

De la igualdad (8.23) con r constante, se deduce que la nutacion es también

constante:
Cr
cos = — = 6O =cte.
H
La interpretacion geométrica de la nutacion (figura 8.8) es el dngulo que
forma el eje del cuerpo (k) con el eje invariante (K) (recuérdese que en
el movimiento por inercia se ha tomado convencionalmente K segun la

direccion fija de Hp).

Poinsot de un sdlido con sime-

e .
Figura 8.8: Interpretacion S =....~',.-'g‘ j
s p 4 TIRAAT
geométrica de los dngulos de %/////[I{““”Q,é’ o
.y 80300 % %
Euler para el movimiento de Onﬁ““”%&ﬂf
{

tria de revolucion.

De la ecuacion (8.25) con A = B se obtiene:

Ap? + Ag? . H
= m w = — (Cte).

v A

"No es necesario estrictamente que el s6lido sea de revolucion, basta con que el tensor
de inercia sea cilindrico, es decir, con dos momentos principales iguales (A = B).
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Por tltimo, a partir de este ultimo resultado y las ecuaciones (8.17) y (8.23),

. A-C
L

r (cte).

Por tanto, en el caso en que el s6lido sea de revolucién, en el movimiento
por inercia el eje del cuerpo k describe un cono circular alrededor de la
direccion invariante (nutacion 6 constante). El movimiento de precesion
de dicho eje k alrededor de la direcciéon invariante K tiene velocidad 1/)
constante, y adicionalmente una velocidad de rotaciéon propia ¢ alrededor de
k asimismo constante. El cono del cuerpo es de revolucién, con semidngulo
conico dado por o = arctg (% tg 9). El cono fijo es también de revolucion,
con semidngulo 8 = 6 £+ « (dos casos posibles).

8.3. La peonza simétrica

8.3.1. Ecuaciones del movimiento de una peonza

Consideramos ahora un caso algo mas completo, el de un sélido simé-
trico®, sometido a su propio peso (en un campo gravitacional constante)
y con un punto de su eje de simetria fijo. Supondremos ademés que tiene
una velocidad de rotacién propia alrededor de su eje suficientemente eleva-
da. Este caso corresponde a la peonza de los juegos infantiles (figura 8.9),
pero también sirve para explicar el comportamiento de los gir6scopos em-
pleados en la navegacién inercial de naves y el control de la orientaciéon de
sofisticados instrumentos como los telescopios espaciales. Como veremos, el
movimiento de la peonza introduce algunas interesantes paradojas debidas
al denominado efecto giroscopico.

Figura 8.9: Peonza simétrica sometida a su
propio peso, con rotacion propia elevada alre-
dedor de su eje.

El movimiento lo describiremos en los ejes locales del cuerpo, tomando
k segun el eje de revolucion (figura 8.10), por lo que el tensor de inercia es:

8con tensor de inercia cilindrico, como es el caso de un cuerpo de revolucién
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Figura 8.10: Orientacion de
los ejes considerados para el

movimiento de una peonza si- Y it
85958 0% %Y/,
métrica sometida a su propio WIMﬁ““”W"}%
|

peso alrededor de un punto fi-
jo O de su eje.

I
A 0 0
Io]={0 A 0
0 0 C

Emplearemos el método de Lagrange para obtener las ecuaciones del movi-
miento. La energia cinética vale:

1 1 1
T:§Q-IO-Q:§A(p2+q2)+§Cr2

y desarrollando la expresion en funcion de los dangulos de Euler (6.54):
1 . . 1 .
T= §A(92 + 1% sen? 6) + §C(<,b + ) cos 0)?.
A su vez, el potencial es
V = Mgdcost
donde se ha llamado d = OG, distancia entre el punto fijo y el centro de
masas. La Lagrangiana resulta entonces:

1 . . 1 .
L= §A(02 + 9% sen? 0) + 50(4@ + ) cosf)? — Mgdcos@. (8.29)

Se observa que L no depende explicitamente de ¢ (OL/0¢ = 0) ni de ¢
(OL/0¢ = 0); por lo tanto ambas coordenadas son ciclicas, y podemos
escribir las correspondientes integrales primeras como ecuaciones del movi-
miento:

py = Apsen?  + Cipcos? 0 + Cpcos = H (cte) (8.30)
po=C(p+1cosh) =Cr  (cte) (8.31)
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La integral primera (8.30) corresponde a la constancia del momento
cinético segun el eje vertical K:

Ho K = (Api+ Aqj +Crk)-(senfsenpi+senfcospj+ cosfk)
= A¢psen® 6 + Crcos
= AYsen? 0 + Cipcos? 0 + Cpcos = H. [

Esta magnitud H se conserva puesto que el momento de las fuerzas en esta
direccién fija es nulo:

My =Moo K =[dk A (~MgK)]- K =0. (8.32)

La segunda integral primera (8.31) expresa la constancia de r, componente
de la velocidad de rotacién €2 segun el eje k del cuerpo; de forma equivalen-
te, se puede considerar que establece la conservacién del momento cinético
segun este eje:

Ho k= (Api+ Agj+Crk)- k=Cr. (8.33)

La conservacion de esta magnitud no es tan obvia como en el caso anterior,
al ser k una direccion movil. Para justificarla derivamos directamente (8.33),

d d dk
S(Hy K= (—-Hy) k+H, —
3 (Ho k) (dt o) +Ho-

— Mo&{ Ho- (k) = (A—BTpd,

siendo este término nulo gracias a que el solido es de revolucion (A = B).
Al no existir fuerzas disipativas, otra integral primera es la constancia
de la energia, T4+ V = E.
En resumen el movimiento de la peonza simétrica con un punto fijo viene
determinado por las tres integrales primeras siguientes:

H = At sen? 6 + Crcos 0 (cte) (8.34)

r =41 cosh (cte) (8.35)
1 . . 1

E = §A(92 + 9% sen® 0) + 507“2 + Mgdcos 6 (cte) (8.36)

A continuacién estudiamos la solucién de estas ecuaciones, lo que se
desarrollara de manera cualitativa. En primer lugar despejamos ¢ de (8.34),

. H — Crcosf

v = Asen? 6 (8.37)
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para después eliminarla en (8.36), obteniendo asi una ecuacion funcion de
f exclusivamente, que expresaremos en relacion a la nueva constante E':

(H — Crcosf)?
2Asen?0

1 1 .
By 5(j’7~2 = §A02 + + Mgd cos 6 (8.38)

Realizando el cambio de variable:
_u
vV1—u?

u=cosl = @H=—

se obtiene
1, u? (H — Cru)?

E == Mgd
2T T oA —wy T
y despejando 2,
, 2E"  2Mgdu (H — Cru)?
2 _ 2

Ecuacién cuya soluciéon se obtendria directamente mediante la cuadratura:

Hu) = /“t du
Y7 e VO @) 2B A 2MgdujA) — (H - Cru)? /A2

(8.40)

Una vez calculado u(t) y en consecuencia 6(t), sustituiriamos en las ecua-
ciones (8.34) y (8.35) para obtener 1) y ¢ respectivamente. La cuadratura
planteada en (8.40) no es inmediata de manera analitica, pero se puede
abordar mediante integrales elipticas, o bien por métodos numéricos.

Sin necesidad de obtener la solucién explicita, podemos sin embargo
estudiar de manera cualitativa el movimiento. Para ello, observemos que las
raices de la ecuacion (8.39): f(u) = 0, corresponden a los puntos en que
u = 0 y por tanto 6 = 0, es decir los méximos o minimos locales de 6. Al
ser f(u) un polinomio cubico, podra tener hasta tres raices reales. Podemos
acotar dos raices de esta ecuacién, observando que para los valores

(H — Cru)?

u==+1 = f(u)=-— yE

<0

El rango de validez de u es precisamente —1 < u < +1, correspondiente a
7w >0 >0. Al ser f(u) = 42 esencialmente positivo en el movimiento real,
por motivos fisicos en este rango existira al menos una zona en que f(u) > 0.
Por tanto en el intervalo [—1, +1] existiran dos raices u; y ug. Asi, 8 oscilara
entre los dos valores correspondientes 1 = arccosu; y 6o = arccosus,
méaximo y minimo de la nutacion, 6; > 6 > 6, (figura 8.11).
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Figura 8.11: Grdfico de la ecuacion cu-
bica f(u) obtenida a partir de la inte-
gral primera de la energia, en funcion A
de u = cosf. Las raices f(u) = 0 co-
rresponden a los valores extremos de
la nutacion, existiendo dos en el ran-
go de validez del parametro (—1 < u <

f(u) > 0 y por tanto la nutacion esta-
rd comprendida entre estas soluciones:
f, = arccosu; y 0y = arccosuz. La
solucidn ug corresponde en este caso al
minimo de la nutacion (0z = Opp).

|
|
|
|
|
|
|
+1). El movimiento se desarrolla con !_1 /“ w 1
|
|
|
|
|
|

Una forma de visualizar geométricamente el movimiento es a través de
la trayectoria descrita por extremo del versor del eje de revoluciéon k, que
podré describir distintos tipos de curvas sobre una esfera de radio unidad,
en la coordenada 0 seré la colatitud y v la longitud. El movimiento quedara
restringido a la banda entre los dos paralelos extremos: 6; > 6 > 6 (ver
figura 8.12). Los distintos comportamientos vienen definidos por el signo de
la velocidad de precesion, obtenido por el numerador en la ecuacion (8.37),
pudiéndose distinguir tres casos en funciéon de las condiciones iniciales del
movimiento (en concreto segun el valor de las constantes H y r):

1. H—Crcosfy >0y H—Crcost > 0, en cuyo caso el movimiento de
precesion es uniforme, siempre tiene el mismo sentido (figura 8.12a);

2. H—Crcosfy <0y H—Crcosfy > 0, en cuyo caso la precesion alterna
de signo, con un movimiento de sentido oscilante que desarrolla lazos
(figura 8.12Db);

3. H— Crcosfly = 0, en cuyo caso se producen paradas en la recesion,
correspondiendo a caspides en la trayectoria para los puntos con ve-
locidad de precesién nula. Este caso se produce en la practica cuando
las condiciones iniciales corresponden a la peonza con rotacién propia
y su eje partiendo del reposo (9 = 1/1 = 0), a partir de una inclinacion
determinada (nutacion #3). A continuacion la peonza empieza a caer
y precesionar simultdneamente (figura 8.12c).
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(a) Precesion uniforme (b) Precesion oscilante  (c) Precesion con paradas

Figura 8.12: Los tres tipos de soluciones para el movimiento de la peonza
simétrica, obtenidos mediante integracion numérica en el ordenador de las
ecuaciones del movimiento. La figura representa, sobre una superficie esféri-
ca, la trayectoria del extremo del eje de revolucion de la peonza. En el caso
(a) la velocidad de precesion lleva sentido uniforme; en el caso (b) alter-
na de signo, describiendo bucles; en el caso limite (c), para los puntos con
nutacion minima se anula v, correspondiendo a cispides en la trayectoria.

8.3.2. Estabilidad de la peonza dormida

Estudiamos ahora la estabilidad del movimiento de la peonza simétri-
ca, cuyas ecuaciones se desarrollaron en el apartado 8.3.1, en la posicién
vertical (0 = 0, peonza «dormida»). El estudio de estabilidad tiene como
objetivo analizar bajo qué condiciones un movimiento posible, cuando esté
sometido a una pequena perturbacioén, se mantiene con pequenas oscilacio-
nes y proximo al movimiento original, en cuyo caso se denomina estable. En
el caso contrario, cualquier perturbacién pequena respecto del movimien-
to produciré la pérdida del mismo, denominandose inestable. Este estudio
de estabilidad es similar al desarrollado en el capitulo 5 (apartado 5.1.2),
con la diferencia que alli las perturbaciones eran respecto a la posiciéon de
equilibrio mientras que aquif lo son a una trayectoria dindmica.

Partiremos de la ecuacion de Lagrange en 6, que se obtiene derivando
la Lagrangiana (8.29):

4 (@) = Af
dt \ 99
oL

50 = Atp? sen 6 cos 0 + Cr(—tpsen ) + Mgdsen 6,
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resultando
Af — A% senfcosd + Cripsend — Mgdsend = 0. (8.41)

Esta ecuacién se ve complementada por las dos integrales primeras de
la peonza simétrica, expresadas anteriormente en (8.34) y (8.35):

H = Aipsen? 6 + Crcos 0 = cte. (8.42)
Cr = cte. (8.43)

Al ser inicialmente 6 = 0, de la primera de las expresiones anteriores (8.42)
se deduce que la constante es H = Cr. Empleando este valor y despejando
¥ en (8.42),
i H—Crcosf Crl—cosf
V= Asen20 A sen2d
considerando una pequenia perturbaciéon d6 < 1, desarrollando en esta ex-
presion denominador y numerador de forma que se desprecien términos de
orden superior a 2,
. _Cr 56%/2 _Cr
VR A e T 2A
Sustituimos ahora este valor de w en (8.41), y desarrollamos despreciando
de nuevo los términos de orden 2 6 superior en funcion de §6:
Cr Cr C?r?

2
A59—A<2A> 69+C’rﬂ59—Mgd(59:A59+ ( 1A

—Mgd) 00 =0.

(8.44)
Observamos que esta ecuacion corresponde a la de un oscilador armoénico
simple, siempre que el coeficiente de 66 sea positivo, en cuyo caso resulta
un movimiento armoénico acotado para la perturbaciéon 6. La condicién de

estabilidad es por tanto

0272

4A

El significado de este resultado es que para la estabilidad de la peonza en
la posicién vertical por encima del punto fijo se debe mantener una velocidad
de rotaciéon r alrededor del eje suficientemente elevada; cuando la energia
se haya disipado por rozamiento u otras causas y la velocidad sea menor
a este valor la peonza comenzaré a desarrollar un movimiento de nutacién
cada vez més amplio.

Se deja como ejercicio para el lector comprobar que en la posicién in-
versa, con el eje de la peonza vertical pero colgando por debajo del punto
fijo ( = 7) el movimiento resulta estable en cualquier caso, como pareceria
esperable. Para ello basta estudiar las perturbaciones # = m + 46 haciendo
los desarrollos en serie alrededor de 8 = .

> Myd. (8.45)
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8.4. Efecto giroscopico

El giréscopo es un cuerpo con simetria de masas de revolucién girando
con velocidad de rotacion elevada respecto de dicho eje. Sometido a un
momento de fuerzas transversal al eje el giréscopo modifica mucho menos
su orientacioén que un solido ordinario y ademés en una direccién inesperada,
perpendicularmente a las fuerzas aplicadas del par. En estas condiciones se
produce el llamado «efecto giroscopicos que se describe abajo.

Marco del @

giréscopog Eje del
rotacion
Figura 8.13: Girdscopo mon-
tado en soportes de Cardano.
Soporte Rotor

Cardano
-

Si el momento externo se minimiza mediante el montaje del giréscopo
en soportes de Cardano (figura 8.13), la orientacion del eje se mantiene
practicamente invariable y el girdéscopo resulta un instrumento eficaz para
sefialar una orientacioén fija en el espacio, lo que constituye la base de los
sistemas de navegacién y control de orientacién inerciales. Estos resultan
mas precisos que las brijulas magnéticas o incluso imprescindibles cuando
se esta alejado del campo magnético o gravitatorio terrestre como en las
naves espaciales’.

Existen también dispositivos denominados giréscopos basados en estruc-
turas vibrantes, fundamentados en un principio ligeramente diferente, el de
vibraciéon de dos masas en un plano, cuya resistencia a cambiar la orienta-
cién se origina por la fuerza inercial de Coriolis. Estos dispositivos se han
podido miniaturizar como MEMS'? y fabricar de forma muy eficiente, per-
mitiendo de forma fiable por ejemplo el control de orientacion de los Segway
PT'!, de los iPhone 4'? o de los controladores Wii motion plus'® para la
consola de juegos de Nintendo.

“http://www2.jpl.nasa.gov/basics/bsf11-2.php
OMicroelectromechanical systems
Yhttp://en.wikipedia.org/wiki/Segway_Human_Transporter
2http://en.wikipedia.org/wiki/IPhone_4
Bhttp://en.wikipedia.org/wiki/Wii_MotionPlus
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http://en.wikipedia.org/wiki/Segway_Human_Transporter
http://en.wikipedia.org/wiki/IPhone_4
http://en.wikipedia.org/wiki/Wii_MotionPlus
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Veremos en primer lugar el efecto giroscépico aplicado a un giréscopo
con un punto de su eje fijo, como es el caso de la peonza simétrica estu-
diada en el apartado anterior. La condiciéon de rotacién propia elevada la
concretaremos admitiendo que la energia cinética de rotaciéon alrededor de
su eje sea mucho mayor que las posibles fluctuaciones de energia potencial
gravitatoria. Como méaximo, estas se producen al variar la altura de G entre
[—d, +d]. Admitimos por tanto que

1
507«2 > 2Mgd. (8.46)

De esta manera, al ser la energia asociada a la rotaciéon propia mucho ma-
yor, cabe esperar que las oscilaciones de nutacion (6) debidas al poten-
cial gravitatorio sean pequenias, produciéndose un movimiento de precesion
con pequenas oscilaciones de nutaciéon. En la realidad, debido al inevitable
amortiguamiento, estas oscilaciones pequenas se amortiguan, dando lugar
con bastante aproximacién a un movimiento con nutacién practicamente
constante.

En el planteamiento de las ecuaciones de Lagrange vimos que las corres-
pondientes a ¢ y ¢ daban lugar a sendas integrales primeras (8.34) y (8.35).
La ecuacion dinamica en 6 es (8.41):

Al — AYp? sen b cos O + Cripsen § — Mgdsenf =0.

Deseamos comprobar las condiciones bajo las que se puede dar un movimien-
to con nutacién cuasi-constante. Linealizando esta ecuacién suponiendo que
las oscilaciones de 6 son pequenas, 6 =~ 0 y simplificando sen @, se obtiene:

— A2 cosO + Crip — Mgd = 0.

y resolviendo para 1),

. Cr 4AM gdcos 8
=— | 1x4y/1—-— | . 4
¥ 2A cos 0 ( \/ C?%r2 ) (8.47)

Para que puedan existir soluciones reales el radicando debe ser positivo, es
decir C?r? > 4AMgdcos#. Debido a la hipotesis anteriormente realizada
(8.46) podemos considerar que se garantiza esta condicion. Por otra parte,
considerando que la raiz en (8.47) se puede aproximar como /1 — e =~ 1—¢/2
(teniendo en cuenta € < 1) se obtienen dos soluciones posibles para ¥

Cr Lo
Toosd (precesion rapida)
Mgd (8.48)

Cr

~
~

RS

(precesion lenta).
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De las dos soluciones, la que se obtiene en la mayoria de los casos précti-
cos es la precesion lenta. Aunque en teoria seria posible la otra solucion, la
energia requerida es mucho mayor, por lo que es dificil alcanzar las condi-
ciones iniciales precisas. No entramos en consideraciones de la estabilidad
de las soluciones, que también juegan en contra de la precesién rapida por
lo general.

Vemos pues que, en el caso del giréscopo sujeto a una fuerza gravitatoria
excéntrica respecto del punto fijo, se ocasiona un movimiento de precesion
alrededor del eje vertical paralelo a la accién gravitatoria, con velocidad
constante.

Para generalizar este efecto, definamos los vectores siguientes:

w, =K (velocidad de precesion)

(Momento cinético respecto
del eje del cuerpo, orientado)

H.=(Ho k)k=Crk

El vector H , tiene modulo constante, siendo su dngulo con la direccion fija
K asimismo constante (e igual a #). Su evolucion es una rotacion alrededor
de k con velocidad w,. Por tanto, aplicando la férmula de derivacion de
vectores moviles,

dH .
dtz =wp, NH, =9Crsenfu. (8.49)
El momento de las fuerzas en O vale
Mo =dkN(—MgK) = Mgdsenbu. (8.50)

Podemos comprobar que, si se sustituye el valor obtenido en (8.48) para la
precesion lenta (1) = Mgd/C'r) en la ecuacion (8.49) se obtiene la identidad
de esta ultima con (8.50):

El resultado anterior se verifica no sélo para el momento originado por
el peso, sino en general para una fuerza excéntrica F' cualquiera. Si consi-
deramos esta aplicada en un punto P del eje del s6lido definido por rop,
considerando el eje K de precesion en la direccion de F', se verifica igual-
mente

Mo=rop NF=w, NH,

Conviene destacar dos caracteristicas importantes del efecto giroscopico,
aparentemente contradictorias con las leyes clasicas de la dinamica, al menos
tal y como se formulan para particulas:
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Figura 8.14: En el movimien- S S B
to giroscopico, el vector H,
que define el eje del girdscopo
gira alrededor del eje w,, mo-
viéndose en direccion normal
a la fuerza aplicada (es de-
cir, paralelamente al momento
Mo =ropA F)

1. La accién de una fuerza F' sobre el sélido produce un desplazamiento
del eje del cuerpo en direccion perpendicular o F', en lugar de segin
la direcciéon de F'. En efecto, el movimiento del eje lleva la direccién
de Mo =ropNF.

2. La accién de F' y por consiguiente Mo produce una velocidad de
precesion, en lugar de una aceleraciéon, como ocurriria en un cuerpo
ordinario segun la segunda ley de Newton. Si cesa la accion de Mo,
cesa inmediatamente la velocidad de precesion. Esto significa que los
movimientos del eje son mucho méas pequenos y su orientaciéon suma-
mente estable.

Un giroscopo que no esté sometido a momentos —por ejemplo, si esta
sometido al campo gravitatorio en movimiento libre, en cuyo caso el mo-
mento respecto del centro de masas es nulo— mantiene fija la orientaciéon
de su eje con una gran exactitud. Tan sélo se produce una variaciéon de la
direccion de su eje si se aplica un momento sobre él, precesionando en este
caso segin la direccion del momento. Similarmente al concepto de «fuerzas
de inerciay» en dindmica de la particula, que representa la resistencia a variar
la velocidad de la misma, se produce aqui un «momento giroscopico» que
es la resistencia a variar la orientacion del eje del giréscopo.

Este fenémeno es la base de numerosas aplicaciones practicas. Cabe ci-
tar entre ellas la briijula giroscopica. Esta consiste en un girdéscopo cuyo eje
puede girar libremente alrededor del centro de masas, con la tnica restric-
cion de obligarle a mantenerse horizontal. En estas condiciones el eje tiende
a colocarse orientado hacia el Norte geografico, con oscilaciones pequenas
alrededor de esta orientacion'®. Asimismo, los giréscopos se emplean como

14Se puede encontrar una descripcién mas detallada de la brajula giroscopica en: J.A.
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sistemas de navegacién inercial en aeronaves, misiles balisticos interconti-
nentales y satélites espaciales.

Por 1ultimo, un fenémeno interesante basado en el efecto giroscopico es
la precesion de los equinoccios en el movimiento de la tierra. Es sabido

Figura 8.15: En el movimiento de la tierra alrededor del sol, que se desa-
rrolla sobre el plano de la ecliptica, debido a los momentos originados por la
atraccion excéntrica del sol y la luna, el eje N-S de rotacion de la tierra pre-
cestona muy lentamente alrededor de la perpendicular al plano, originando
el fenomeno llamado «precesion de los equinoccioss.

que su trayectoria se produce en el plano de la ecliptica, con una rotacién
propia alrededor del eje N-S que se halla inclinado respecto a la normal a la
ecliptica unos 23,4°. Esta inclinaciéon produce una incidencia distinta de los
rayos solares en distintas fases de la 6rbita terrestre, siendo la responsable de
los equinoccios (primavera y otono) y los solsticios (verano e invierno). En
principio, parece que el eje de la tierra se mantiene constante en direccion,
por lo cual los equinoccios ocurrirfan siempre en la misma época del afno
sidéreo. Si la tierra fuera perfectamente esférica y homogénea, esto seria
asi, ya que la accién gravitatoria del sol y de la luna darfan un momento
neto nulo respecto del centro de masas de la Tierra, con lo cual no existiria
precesion de su eje. Sin embargo la tierra no es una esfera homogénea sino
que esta achatada, no siendo tampoco perfectamente uniforme, debido a
la fuerza centrifuga de la propia rotaciéon terrestre. Asi el momento neto

Fernandez Palacios, Mecanica tedrica de los sistemas de sdolidos rigidos, Ed. el autor, 1989;
J.L. Synge y B.A. Griffith, Principles of Mechanics, McGraw-Hill 1970; J.M. Bastero y
J. Casellas, Curso de Mecdnica, Ediciones Univ. de Navarra, 1987
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ejercido por la luna y el sol sobre la tierra produce una precesiéon del eje de
giro (N-S) de la tierra alrededor de la normal a la ecliptica, con un periodo
aproximado de 26.000 anos.

Esto quiere decir que, respecto a direcciones fijas en el firmamento, léase
estrellas del zodiaco o galaxias lejanas, la posicion de los equinoccios varia a
lo largo del tiempo; cada 2000 anos aproximadamente se produce un corri-
miento de un mes. Asi los signos del Zodiaco, asociados con la posicion de la
tierra alineada en la ecliptica bajo diversas constelaciones en el firmamento
celeste que dan su nombre a cada signo, no corresponden a fechas fijas en
el calendario de las estaciones. Asimismo, en cada época distintas estrellas
hacen el papel de estrella Polar (situada sobre el Norte, en la prolongacion
del eje N-S).

8.5. Dinamica del s6lido en sistemas no inerciales

Por tltimo incluiremos en este capitulo un apartado para estudiar de
forma general los términos complementarios que se necesita incluir en las
ecuaciones de la dindmica del sélido rigido cuando se plantean en sistemas
no inerciales.

Las ecuaciones de Euler, tanto en su expresion vectorial (7.66) como en
coordenadas (7.67) estan desarrolladas en un sistema inercial de referen-
cia'®. Supongamos que se quiere describir el movimiento en relaciéon a un
sistema no inercial general SQ = (Qz'y’z’), siendo @ un punto material
dado del solido (figura 8.16). Para establecer las ecuaciones de la dindmica
seré necesario considerar el efecto de las fuerzas de inercia correspondientes.

Sistema ligado a un punto del sé6lido y orientacién arbitraria.—
Se plantea en primer lugar el caso més general, en que se desea estable-
cer las ecuaciones del movimiento relativas a un sistema de referencia de
orientacion arbitraria SQ = (Qz'y'2’), que no coincida necesariamente con
el triedro del solido que gira con el mismo (Qzyz). Sea Q la velocidad de
rotacion del solido y w # € la del triedro (Qz'y’2’). Sea r el vector posicion
genérico medido desde O, r’ el vector posicion medido desde @, y rg = T0¢
(figura 8.16). La relacion entre la aceleracion absoluta y la relativa al sistema

158e recuerda que aunque las coordenadas se expresen en uno o otro triedro lo relevante
a estos efectos es que las derivadas se realicen desde el punto de vista de un observador
inercial
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Figura 8.16: Ejes inerciales
(Oxyz) y no inerciales (Qz'y'2")
para la descripcion del movimien-
to del sdlido B, siendo @ wun
punto material dado del sdélido y
(2'y'2") direcciones arbitrarias.

no inercial (SQ) es:

d / d2 !
F=igt @A twA(wAr) 2w () (S0 (8.51)
dt dt?
5Q SQ
aarr -~
Qcor arel

El movimiento del solido relativo a (S@Q) es una rotacion instantanea de
velocidad (€2 — w), por lo que:

(i{:) s =(Q-w)ATr (8.52)

(‘i’;)m - (i(ﬂ—w)>SQ/\r/+(Q—w)/\ (2 = w) Ar]

Para establecer la ecuacion dinamica del movimiento relativo a (SQ) es
preciso anadir al momento de las fuerzas exteriores en @), M, el momento
debido a las fuerzas (ficticias) de inercia originadas por @ay y @eor:

My =Mg— / 7' A (@arr + Qeor)pdV (8.53)
B

El desarrollo de esta expresiéon requeriria sustituir las expresiones de @y

a partir de (8.51) y acor a partir de (8.51) y (8.52) y puede resultar algo

€ngorroso.

Sistema ligado a un punto del sélido, sin rotacién.- Es raro el caso
en que sea necesario un planteamiento tan general como el anterior. En la
practica es mas comun que lo que interese sea el estudio del movimiento del
s6lido relativo a un punto ) del mismo, de movimiento conocido o impuesto,
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sin prescribir necesariamente una velocidad de rotaciéon w al triedro. En este
caso, tomaremos el triedro de referencia (Qx'y'z’) = (QXY Z) con origen
en @ y direcciones paralelas al inercial (cumpliendo un papel similar al del
“triedro fijo” para el planteamiento de las ecuaciones de Euler), y por otra
parte tomaremos el triedro “del cuerpo” (Qxyz) con direcciones materiales
fijas, es decir, que rote con el solido. Sera entonces w = 0, y (8.51) se

convierte en:
a2’
e (5.,

Por lo que el término adicional en (8.53) seré inicamente el debido al arras-
tre de la traslacion de Q:

—/(r'MQ)pdv_ _ vl A(Mio) (8.54)
B ~~~
=Toa

Resulta finalmente la ecuacién:

g (GHE
MQ —ra (M’I“Q) = a (8.55)
SQ

:IQ'Q+QA(IQ'Q)

Notese que en esta expresion se ha empleado el momento cinético H 5Q
con velocidades relativas al sistema (SQ), para el que es valida la expre-
sion H gQ = I - Q. Sin embargo, si se empleasen velocidades “absolutas”,
resultaria

HQ:IQ-Q—i—M’I’Qg/\’UQ.

Por otra parte, al igual que en el desarrollo de las ecuaciones de Euler, se
ha derivado primero respecto al sistema de referencia (Qzyz), utilizando la
propiedad de constancia de I en relacion con este sistema de referencia.
El término adicional (8.54) se puede interpretar como el momento en @ de
(—M+#q) situado en G.

Sistema del Centro de Masas (SCM).- En el caso en que sea Q = G,
serd r; = rog = 0, por lo que las fuerzas de inercia no dan momento en G,
y la ecuacion (8.55) es idéntica a la de un punto fijo en un sistema inercial
(7.66):

d

.MG:£HC:LyQ+QAU@Q)
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Este resultado lo conociamos ya, habiéndolo visto al tratar del principio del
momento cinético.

Si consideramos el movimiento de un sélido en el campo gravitatorio
simplificado, sin otras fuerzas aplicadas ni ligaduras, seré entonces posible
descomponerlo en:

1. Movimiento del centro de masas GG, como si fuera una particula
ag = _gk7
que da lugar a una trayectoria parabdlica.

2. Movimiento relativo a G, con momento nulo (movimiento por inercia),
ya que el peso no produce momento respecto del centro de masas:

d )
gHe=1c 2+ QI 2)=0 (8.56)
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