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Concepto

Sistema mecdanico continuo

M = U/P pdV
B
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Fuerzas y enlaces

Tipos de fuerzas
@ Exteriores / interiores

@ Activas / reactivas

F. ext Tipos de enlaces

F. ext . c ]
o Exteriores / interiores

@ Lisos / rugosos (disipativos)

A\ Peso (eft) 4 @ Holénomos / anholénomos
éeci(’)n (ext) Treacci()n (ext) holénomo : (I)<Ti7 t) =0

anholénomo :  ®(r;,7;,t) =0

Esclerénomos / reénomos

0P
] . — #£0
reénomo 5 ==
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Fuerzas y enlaces — enlace liso o rugoso

(@] Q

n

JG (UPM)

para el movimiento permitido por el
enlace (deslizamiento horizontal dr)

la reaccién del enlace liso no realiza
trabajo (R - dr = 0),

mientras que la reaccién del enlace
rugoso si realiza trabajo
(R-dr <0).
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Fuerzas y enlaces — dependencia de ¢

Yy
Enlaces holénomos;
a) esclerénomo (no
depende del tiempo),

Y
b) reénomo (dependiente
del tiempo o enlace

v movil)

(4,y4) = (a +vt, B)

sNO)

Q Q
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Fuerzas y enlaces

|

| . .

| Enlace unilateral, que permite el

| movimiento vertical en un sélo
- = = = = - - sentido.

[177777 777777
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Fuerzas y enlaces — Enlaces de sélido rigido

@ Elegimos una particula A
Sélido rigido caracterizado por 3 cua.lq.wera; su posicion estara
particulas (A, B, C) definida por tres coordenadas
) )

cartesianas, (T4,YA,24).

1gdl
C (+1gdl) ® Una segunda particula B, al

estar obligada a mantener la
distancia AB, vendr4 definida
por dos pardmetros adicionales
(por ejemplo dos dngulos en
esféricas respecto de A:
(9037 )‘B)
A (3 gdl) B (42 g.dl) ©® una ter,ce.ra partl'cula C pr/ecisa
de un dnico pardmetro mas para
Grados de libertad: 3+2+1=26 definir su posicién, por ejemplo,
el dngulo de giro alrededor del
eje AB, 0¢.
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Cantidad de movimiento

Consideramos un sistema formado por un nimero finito de particulas,
{mi, 1= 1,...N}.

Aplicando el principio de la cantidad de movimiento (2.2 ley de Newton) a
cada particula m; del sistema, siendo F’; la resultante de todas las fuerzas
sobre dicha particula,

Descompondremos las fuerzas en internas y externas al sistema:

Fi — F,?Xt + Flint;

Asi, al sumar las ecuaciones (1) para todas las particulas del sistema, las
fuerzas internas se anulan dos a dos, resultando:

N
SR
1
=1 )
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Cantidad de movimiento

m; @ Fuerzas internas centrales entre dos particulas
m; y m; del sistema: sistema nulo.

@ La suma para todas las particulas del sistema
es un conjunto par de fuerzas, que al anularse

F..— —F..
J? J? dos a dos, resultan en una suma total nula:
F;; N
int __
> F Z > Fij=0
=1 i=1 i#j
N~ N
m; N N-1

Teorema de la cantidad de movimiento

d
F=_—P
dt

“La derivada respecto del tiempo de la cantidad de movimiento del
sistema es igual a la resultante de las fuerzas exteriores.”
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Centro de Masa (CDM)

Se define como:

N
def D _jmq T

0
A Derivando:
d N N
a [Z mim] = Zmivi =P
ra i=1 i=1
O = Mvg, (4)

donde ve & drg/dt
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Centro de Masa (CDM) — Cantidad de movimiento

Sustituyendo P = Mwg en

2 d
F=°p
dt
def 1o 2.
TG y llamando ag = d*rq/dt=:

Movimiento del CDM |

®

Se puede estudiar el movimiento del Centro de Masas G de un sistema
como si fuera una particula, concentrando toda la masa del sistema,
sometida a la resultante de fuerzas exteriores sobre el sistema
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Momento cinético

Sumando para todo el sistema, distinguiendo fuerzas internas y externas, y
suponiendo que las fuerzas internas son centrales, por lo que El momento
de cada pareja de fuerzas (F;, F'j;) es nulo:

Por lo que las resultantes son

Hp defZH’ = ZTZ/\szz

Mo dﬁfZMl erz/\FeXt

d
Ecuacién de balance del Momento Cinético: | Mo &HO (6)
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Momento cinético

Observaciones sobre el balance de momento cinético

o Importante: la ecuacién (6) de balance de momento cinético tiene
que expresarse con momentos en un punto O fijo (origen de un
sistema de referencia inercial)

@ El momento cinético en un punto cualquiera () viene dado por la
expresion

HQ:Ho—i-P/\TQ:I—Io—TQ/\(MUG). (7)

@ Sin embargo, a no ser que este punto @) sea fijo no se puede aplicar
en él la ecuacién del momento cinético.

@ Ojo: Para que un punto geométrico pueda considerarse fijo no basta
con que su velocidad sea nula, debe permanecer nula.
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Ejemplo

JG (UPM)

Este caso representa un semidisco que
rueda sin deslizar sobre una recta.

El centro del semiaro O no es un punto
fijo

Debido a que no se conoce la reaccién
(H,V), resulta tentador tomar
momentos en C', ya que las reacciones
no dan momento aqui. Ademas se
cumple vg = 0.

Sin embargo C no es fijo (ac # 0) y no
se cumple la ecuacién de balance del
momento cinético: M # dH ¢ /dt

Al no existir ningtin punto fijo, se debe
resolver planteando la ecuacién en G,
como veremos mas adelante
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Energia

Al igual que en los casos anteriores, para obtener las magnitudes cinéticas
del sistema conjunto, sumamos para todas las particulas del mismo:

Zlmi 2]
deefZF dr; = ZF“t drz—i—ZZFU dr;,

]
dWi”t7é0

defz Smp? = AT =d

dWext

obteniéndose finalmente:

dT = dW = AWt + diwint (8)
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Energia

Observaciones sobre la energia interior

dT = dW = dWWet + dwint

@ A diferencia de las magnitudes cinéticas anteriores, en un sistema
general no se anula el trabajo de las fuerzas interiores: dW'™* £ 0

@ Esta energia interior se desarrolla por la deformacién o variacién de
distancias internas.

@ Un ejemplo significativo es la deformacién elastica de los sélidos y
estructuras, dando lugar a las vibraciones de las mismas cuando se
someten a acciones dindmicas.

@ Los movimientos de traslacién y rotacién (de sélido rigido) no
producen trabajo de las fuerzas interiores.
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Energia

Si todas las fuerzas (tanto externas como internas) provienen de un
potencial independiente del tiempo, se verificara:

dW:ZFi-dri:—dV,

7

deduciéndose entonces el teorema de conservacién de la energia:

AT +dV =0 = |E=T+V =cte. (9)

Conviene recalcar que en esta ecuacidn la energia potencial V' corresponde
al la Energia Potencial Total, derivindose de ella tanto las fuerzas
interiores como las exteriores.

Ejemplo

Sistema formado por dos masas unidas por
un resorte eldstico

; 1
dWw™£0; V= 5]{:32 + Mgy
N—— Y
Vint
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Magnitudes y teoremas en el CDM

@ Se define El sistema de
referencia del centro de masas
(SCM), con origen en G y ejes
paralelos al sistema inercial (7).

p=T—"rg,
V=v—vqg,

Para un observador en el SCM, la cantidad de movimiento P es:

PSCM dgf Zmﬂ/i = Zmivi — (Z ml> Vg = 0
) % %

N——
=M
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@ Las expresiones de posicidn,
velocidad y aceleracién relativos
al SCM son respectivamente

a=a-—ag.
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Magnitudes y teoremas en el CDM — Mom. cinético

Para calcular el momento cinético relativo al SCM, ademads de tomar

momentos respecto de (G, debemos emplear también las velocidades v;
relativas al SCM:

def
HYM = Z("'i —ra) Ami(vi —vg)

i

= Zri/\mivi—Zri/\mivg—r(;/\Zmivi—i—rg/\MvG

Hp TeAMVUg ToAMUg
HgCM:Ho—Tg/\M’UG (10)

Por otra parte, empleando las velocidades absolutas, aplicando (7) en G:
Hs=Hp—rg N\ Mvg (11)

Se observa que ambos resultados (10) y (11) son iguales: H2M = H.
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Magnitudes y teoremas en el CDM — Mom. cinético

Derivando (11) respecto del tiempo:

d d
aHG = aHo—Ug/\M’Ug—’I’g/\MaGZMo—Tg/\F
S—— S~
=0 F
pero
M(;—Z(Ti—Tg)/\F?Xt =Mop—1rgA (ZF?Xt> ,
A %
F
luego:
d
chZMG (12)

Es decir, se verifica la ecuacién del Momento Cinético (6) respecto del
origen G del SCM, exactamente igual que si fuese inercial.
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Magnitudes y teoremas en el CDM

Balance de momento cinético

@ La ecuacién del balance del momento
cinético se puede expresar de estas dos
maneras:

@ Con momentos en un punto fijo O:

d
—Hpo=M
Qo o

® Con momentos en el CDM G-

d
“He=M
dt G G

@ No se cumple en un punto cualquiera Q:

d
“Hy+M
e # Mg
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Mc # Ic6
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Magnitudes y teoremas en el CDM

Energia cinética T' (absoluta) y T5“M (relativa al SCM):

1 1
T= Z imzvf = Z imi(UG +v;) - (vg+v;)
(2

= Z %mlyf + (Z miui> VG + Z %mﬂ)% >

defrsom =0

Teorema de Konig |

T = I Mg +T5M (Teorema de Konig) (13)

La energia cinética del sistema se puede descomponer en la suma de la de
una particula con toda la masa M que se moviera con G (traslacién), mds
la energia cinética relativa al SCM.

En el SCM se cumple: | dT9¢M = qw M
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Soélidos en movimiento plano — Magnitudes cinéticas

@ Cantidad de movimiento

[P. = Mig; B, = Myq] (14)

@ Momento cinético
® Punto fijo

(19

® (Caso general

|Hg = HZM = 169 (16)
@ Energia cinética
® Punto fijo
T = 11,02 (17)
® (Caso general
T = 1Mo + 102 (18)
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Sélidos en movimiento plano — Ecuaciones dinamicas

@ Cantidad de movimiento

’F = Mig: Fy:ijG‘ (19)

@ Momento cinético
® Punto fijo

(20)
ey

® (Caso general
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Sistema del centro de masas — Ejemplo

Ejercicio.— |

Un semidisco homogéneo de masa M y radio R
se mueve en un plano vertical fijo, rodando sin
deslizar sobre una recta horizontal. El semidisco
se encuentra en una posicién definida por 8 y con
velocidad de rotacién = 6. Se pide:

@ Obtener los grados de libertad del sistema y
discutir y obtener en su caso las integrales
primeras

@ Obtener la aceleracién angular Q y la
reaccion de la recta en el punto de
contacto.
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Solucién

§1. Se trata de un sistema rigido y plano, que se puede resolver de forma
general mediante las ecuaciones cardinales de la dindmica, que en este
caso son tres (dos del balance de cantidad de movimiento y una del
momento cinético en (). La condicién de rodadura restringe dos grados de
libertad, por lo que el movimiento tiene un sélo grado de libertad, aunque
ademds debemos considerar las incégnitas de las componentes de la
reaccién en la recta (H,V).

En primer lugar, aplicando el teorema de Guldin calculamos la posicién del
centro de masas:

I o) 4 3 _ _ a4
27’l’d<27'l'R>37TR = diOGiSﬂ"
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Solucién

Las ecuaciones de la dinamica las aplicaremos tomando momentos en G,
por lo que calculamos el momento de inercia en este punto. (Obsérvese
que el punto de rodadura C' no es un punto fijo, por lo que en general no
es valido tomar momentos en él, aunque la tentacién es fuerte ya que las
reacciones incégnita no dan momentos en este punto.)

1 16

1
Ip=-MR?> Ig=1Ip—Md*=|=>——)MR?
0=75 i da=1o <2 97T2>

Las fuerzas aplicadas son todas conservativas (peso) o bien no desarrollan
trabajo (reaccién sobre el semidisco, ya que no desliza). Por tanto se
conserva la energia total, resultando una integral primera del movimiento:

1 1
E=T+V = ing;—l—EIgﬁQ—Mgdcosﬁ

3 - 4R? . 4R
= SMR?*0? — M——6?cos — Mg— cos = cte.
4 37 3
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Solucién

§2. Las componentes de la aceleracién de G son:

. 4R . AR ..
fag=—RO— —6%senh + —6Hcosb
3T 3 (1)
. 4R ‘2 4R o
g = —0“cosf + —0senf
37 37

Las ecuaciones cardinales de la dindmica, tomando momentos en G,
resultan:

. 4R . AR ..
H=M <—R9 — —RH2 sen 6 + R9C0S9>
3T 3T

V-Mg=M ﬁéQCOSH—F@éSGHG
3 3
4R 4R 1 16 ..
H - — - V— =(=—-— | MR?
<R 3 cos 9) V37r sen 0 <2 9772> R0

(2)
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Solucién

Operando podemos despejar de estas tres ecuaciones los resultados
buscados:

9'__8(9/R+92)sen0
B 91 — 16 cos 6
4 — )2 12 _
- 7M(697T 3RO°m + 8RO* cos — 8g cos ) send 3
3 (91 — 16 cos §)
L,y —32gsen” )2 — 32R0%(1 2
V=Mg+-M 32gsen® 0 4+ 36w RO* cos § — 32RO*(1 + cos” 0)
3 (97 — 16 cos )
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