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@ Definicién



Coordenadas Generalizadas — Definicion

@ Para desarrollar de forma sistemadtica las ecuaciones que resultan del
Principio de Trabajos Virtuales / Principio de D'Alembert es
necesario parametrizar los desplazamientos virtuales d7;

o Definicion:

Se denominan coordenadas generalizadas a un conjunto cualquiera de
parametros {q;,j = 1,...n}, que sirven para determinar de manera
univoca la configuracion del sistema: r;(q;,t).

Ejemplo

2 gdi: {q;} = {0, s}

2,V3

. 2,V3 .
T = (§£7+8) cosfi— (§€7 +s) sen f j

2 V3 |

.2 .
rag = (§€7) cosfi — (§€7) Sene]
L7

— 0Ty, 0TG, Tm, Ta, etc
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Coordenadas Generalizadas — Ejemplos

2 grados de libertad: {¢;} = {6, x}

2 grados de libertad: {¢;} = {6, x}
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Coordenadas Generalizadas — Ejemplos

2 grados de libertad: {¢;} = {91, p2}

1 grado de libertad: {¢;} = {6}

&
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Coordenadas Generalizadas — Ejemplos

3 grados de libertad:
{g} ={v.0,¢}

®

JG-2. Dinamica Analitica Coordenadas Generalizadas — Ej I 14/02/2022 8 /41




Indice

@ Coordenadas Generalizadas

@ Aplicacién



Coordenadas Generalizadas — Aplicacion

@ En general, existirdn unas relaciones de los vectores de posicion de
cada particula con las coordenadas generalizadas del tipo:

’I"Z‘:Ti(q]‘,t) (Zzl,N, jzl,n) (1)

donde N es el nimero de particulas del sistema, y n el nimero de
coordenadas generalizadas (grados de libertad si no hay restricciones
entre ellas).

@ A partir de las relaciones (1), las velocidades se obtienen derivando:

" 8ri . 8ri

871-% ot (i=1,...N) (2)
j=1 "

i =

llamédndose velocidades generalizadas a los términos ¢; = dg;/dt. f&!@
e
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Coordenadas Generalizadas — Aplicacion

o Considerando una variacién “0" (es decir, infinitesimal / tangente y a
tiempo constante) de las coordenadas en (1), se obtienen los
desplazamientos virtuales:

or;

0q;
7j=1

(57“1' (5 ] iIl,...N. (3)

, ., . L, . 6ri -
@ Notese que en esta expresién no existe término ——dt, ya que 6t = 0

para un desplazamiento virtual. La variacién “§" se realiza en un
instante fijo de tiempo, no a lo largo del movimiento.

@ Los desplazamientos virtuales dr; difieren de los desplazamientos
infinitesimales reales a lo largo del movimiento, que a partir de (2)

serian " ]
dr; = %d Brz dt £ 0r; @
=1 99 e
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Principio de D’Alembert en coord. generalizadas

@ La expresién del Principio de D'Alembert es

N N
Z fi-ori— me 2or; =0 V{or;} comp. (4)
i=1 i=1

W SWiner

@ Desarrollamos primero el término 6. Sustituyendo dr; de (3)

-~ 813 N “ 81",»
57«1-:2875% = W=> f;- “5q;

0
j=1 4 i=1 j=1 qj

e intercambiando el orden de los sumatorios,

Z(Zfl )5% jzn;wqj

Qj
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Principio de D’Alembert en coord. generalizadas

@ En la expresién (5) se identifican unos coeficientes escalares que
llamaremos Fuerzas generalizadas:

def al or; -
Qj_zfi'f)iqj J=1...n (6)
i=1

@ También se pueden interpretar como los coeficientes de dg; en la
expresion (5) del trabajo virtual W

SW =" Qg (7)

j=1

Observaciones
@ Las fuerzas generalizadas son escalares, Q; € R

@ Corresponden a la proyeccidn de las fuerzas fisicas f, sobre las
direcciones 0r;/0q;

=
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Principio de D’Alembert en coord. generalizadas
Ejemplo

SW = —kaz b — %g 060 sen 6 + f(5x + 60 cos )

Por lo que, agrupando los coeficientes de (dz,6): &!_
Qz=—kx+f, ng—%gésenﬁ—kfﬂcosﬁ @
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Principio de D’Alembert en coord. generalizadas

e El segundo término de (4), sustituyendo d7;, se puede expresar como:

_ N LY N or;
- =1

n
J=1

@ y desarrollando el coeficiente de dg; entre paréntesis,

N N N
. 8’Pi d . a’l"i . d 8ri
m;r; - 7— = — miri - 7— | — m;T; - —
N . N .
d or; . or;
= — miti -~ | — ) mri- 10
or;, oOr; dor; O0Or;
@ donde se ha tenido en cuental L L £ E
86]]' 8%’ dt 8(]]' 8(]]' %%g'

&
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Principio de D’Alembert en coord. generalizadas

-, S e def
@ Empleando la definicidén de energia cinética, T = Zle %ml 2 la

ecuacién (10) se puede expresar como:
Zmzr’b : q] dt (Z mz'r'z . ) Zmzr’b :

T T
_djory _ i (11)
dt 8qj 5'(]]‘
e Finalmente, empleando (6) y (11), el principio de D'Alembert queda
expresado en coordenadas generalizadas como:

" [d /T oT
— [ = 0qg; =0, V{dqg;} compatibles
; [dt (8%) 2 Q;} g = {dg;} comp

o Esta expresidn, al tratarse del principio de D'alembert, puede ser
considerada como ecuacién fundamental de la dindmica.
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Ecuaciones de Lagrange — Coordenadas libres

@ La expresidn (12) es completamente general por lo que se puede

aplicar a cualquier sistema, con coordenadas libres o no, tanto con
enlaces holénomos como no holénomos.

@ En el caso en que todos los enlaces sean holénomos, serd posible

siempre establecer un conjunto de coordenadas libres {g;}, en el que
las variaciones {dg;} se puedan escoger de manera arbitraria,
manteniendo la compatibilidad con los enlaces.

@ En este caso, (12) equivale a enunciar que cada uno de los
coeficientes de las {dg;} ha de anularse:

Estas expresiones son las llamadas ecuaciones de Lagrange, en su #&!;ﬁ

forma basica.

JG-2. Dinamica Analitica

d

dt

(

8T> o @ (j=1...n).

di;)  dq;

Ecuaciones de Lagrange — Coordenadas libres
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Ecuaciones de Lagrange — Coordenadas libres
Ejemplo

—
k ' m La energia cinética es suma de la del
N\ T bloque m y la del péndulo m/2
I 1 1 . .
T = §m$2+§%(¢2+€202+2€9$ cos 6)

Desarrollando las derivadas de T e incluyendo las fuerzas generalizadas
obtenidas en (8), resultan las ecuaciones generales de la dindmica

1 . 1 .
;mjc' + imw cosf — §m€92 senf = —kx + f (14)
.

2m€2§+ %m%cos@ = —%mgﬂsen@—i—fﬁcosﬁ j
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Ecuaciones de Lagrange — Coordenadas libres

d /0T oT
—(=)-==0Q;, (j=1,...n).

Observaciones |

@ Se trata de n ecuaciones diferenciales de la dindmica, para un sistema
con n gdl, que son necesarias y suficientes para definir la dindmica.

@ Son ecuaciones diferenciales ordinarias de segundo orden (derivadas
segundas ¢;), de forma similar a la segunda ley de Newton.

@ Todas las magnitudes que intervienen son escalares, a partir de ellas
los términos de fuerzas de Coriolis, centrifugas etc. resultan de forma
consistente y automadtica.

@ No intervienen las reacciones de enlaces lisos, en contraste con las
ecuaciones procedentes de los teoremas Newtonianos.

@ Permiten una formulaciéon y resolucién automatica con programacién 9
simbdlica (MAPLE, MATHEMATICA, MACSYMA, etc.) r

—
JG-2. Dinamica Analitica Ecuaciones de Lagrange — Coordenadas libres 14/02/2022 21 /41



Ecuaciones de Lagrange

Pasos para su desarrollo practico
© Seleccionar coordenadas (libres) ¢; y las relaciones r;(g;)

@ Obtener las fuerzas generalizadas Q)
(veremos después una simplificacién importante cuando existe
potencial V)

© Obtener la expresién de la energia cinética T'(¢;, ¢, 1)

© Desarrollar las derivadas, obteniendo las ecuaciones de Lagrange

d /0T oT
—(=)-==0Q;, G=1,...
dt (aq]> 8Qj Q]7 (] ’ n)
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Ecuaciones de Lagrange — Funcién Lagrangiana

@ Si las fuerzas aplicadas proceden de un potencial V/,

ov
fl - _87’Z‘7
@ las fuerzas generalizadas tendran entonces la expresion:
N N
def 8ri oV a’l“i oV
’ ; g ; ori Oqj  0Oqg; (16)

@ Suponemos que el potencial V' depende de las coordenadas y
posiblemente del tiempo, pero que no depende de las velocidades:
V=V(g,t) = V(rs,t).

@ Sustituyendo (16) y agrupando términos en las ecuaciones de
Lagrange (13):

4oy _aw-v)_
dt \ 9¢; dq;

i
g (=
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Ecuaciones de Lagrange — Funcién Lagrangiana

@ Se define la funcién Lagrangiana como:

. def .
L(g;, dj,t) = T(g;,4j,t) —

V(Qj, t);

@ al no depender V' de las velocidades, se verifica 91'/0¢; = 0L/0q;.

De esta forma, las ecuaciones quedan finalmente:

4@
dt

(

oL
04q;

)

oL _
(9q]'

0,

(J

i=1,..

Estas expresiones constituyen las ecuaciones de Lagrange.

JG-2. Dinamica Analitica
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Ecuaciones de Lagrange — Funcién Lagrangiana

@ La determinacién de la funcién Lagrangiana L =T — V tiene un
papel esencial: una vez determinada la expresion las ecuaciones
resultan de forma “automatica”.

o La dependencia funcional L(gj,q;,t) implica que para las derivadas
parciales los términos ¢; y ¢; se consideran independientes.

@ Si el potencial no es constante (0V/0t # 0), las fuerzas no son
conservativas a pesar de provenir de un potencial.

@ Para sistemas mecanicos estandar es valida la suposicién de que el
potencial V' no depende de las velocidades. 2

2Sin embargo, esto no ocurriria con fuerzas electromagnéticas.
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Ecuaciones de Lagrange — Funcién Lagrangiana

@ Consideramos un caso mas general, en el que algunas fuerzas
. def
procedan de un potencial (Qy = —0V/0q;) y otras no, que

denominaremos fuerzas no conservativas (()):

174 8[/
n nc

@ es posible definir una Lagrangiana parcial L =T — V, resultando

entonces las ecuaciones:

d(OL\ 0L _ o0 _, .
dt 8q] 8qj_ i J=Foee

@ en estas sélo aparecen expresamente las fuerzas no conservativas
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Ecuaciones de Lagrange — Funcién Lagrangiana
Ejemplo (1)

_ La energia cinética es
k 100
1 1 . .
NG T = §mi2+§%(i2+€292+2€99& cos 6)

El potencial vale

1
V= ik‘:pQ — %950089

por lo que la Lagrangiana resulta

1 . 1 . 1
L=T-V = §mai:2 + 1m€292 + §m€0$ cos 6 — §k$2 + %gﬁcos& (19)

4
&
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Ecuaciones de Lagrange — Funcién Lagrangiana
Ejemplo (1)

'L 1
1 X El peso y el resorte son conservativos,
L M pero la fuerza f(t) es no
kx :\5iU conservativa, originando las fuerzas
,,,,,,,,,,,,,,,,,,, = generalizadas correspondientes:

SW/ = f(t)(6x + £56 cos 0)
y
a2 =), Qg° = f(t)fcost (20)

Derivando (19) y considerando (20) resultan las ecuaciones

1 . 1 .
gmji + i cosf — 5mw? senf + kz = f(t)

1 -1 1

§m€29 + im&é cos + §mg€ senf = f(t)lcos
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Integrales primeras — Energia cinética

@ Teniendo en cuenta la expresidn general de las velocidades,

81“7; . 8’)“2'

d
dt’l" (QJ ) p aqj q; + ot ( 3)

;=
@ La energia cinética resulta una expresion general cuadratica en ¢;:

N n 2
or; . Or;
T:Zmz'(Z(;%‘-i-aC) =Ty +T1 + 1o, (24)
: q;

@ donde 75 es cuadratico en ¢;, 17 lineal y T independiente:

n 2
. 1 or;
Th = g_:l 5 0kkd s Ti = Z arqr , To = Z < En ) (25)
N N :
. def or; Or; def or; Ori (@
siendo ap = Z:mZ TSmO = Zmz— Qg%!‘
—~ g Oq = Ou Ot g
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Momentos generalizados

@ Los momentos generalizados se definen como

def oL

pj_a—q,j (j=1,...n) (26)

@ En general, ya que el potencial no depende de las velocidades, a partir
de (25) resulta

aqj ; ajkqr + a; (27)

@ En el caso en que no exista dependencia explicita del tiempo
(Or; /0t =0), serd Ty = Ty = 0. Por tanto, T serd una expresion
cuadrdtica homogénea en ¢;, y los momentos generalizados valdran

~ 1 T _ <~ .
Tr=1= Z QWG = P = 5 Zaijk
k=1 2 G =
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Integrales primeras — Coordenadas ciclicas

@ Las ecuaciones de Lagrange (18) se pueden expresar en funcién de p;
como:

) OL )
Dj af—FQ ji=1,...n (29)
@ De donde se deduce facilmente el teorema de conservacion:
; OL =0 ;= ct 30
5|a—qj—|—Qj— = p; = cte. (30)

Se dice entonces que g; es una coordenada ciclica o ignorable.

@ Las expresiones (30) constituyen integrales primeras del movimiento,
ya que son ecuaciones en las que intervienen sélo derivadas primeras

de las coordenadas. @
S
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Coordenadas ciclicas — Ejemplo

m, fuerzas no conservativas. Tampoco se
N\ T considera el muelle.
La Lagrangiana vale en este caso

1
2 22

+ %gécos@

La Lagrangiana no depende de x, por lo que

oL _
or

L .
0 = p$:g:mx+?($+€9COSQ):Cte
X

La coordenada 6 no es ciclica, 9L/06 # 0, para ella serd necesario
plantear la ecuacién dindmica de Lagrange.
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Integrales primeras — Jacobi / Energia

@ La derivada total de L respecto del tiempo es

d ", 9L " 0L oL
La:. c:. 1) = s E )
dt (QJ7qja ) pt aqj q; +j:1 aqy q; + ot

@ En lo que sigue supondremos Q?C = 0. Sustituyendo a partir de (17),
oL d oL

o = — 5 = Pj, Y operando:
8(]]‘ dta(jj p] yop

Zpgqg + Zpgqg [Zp]qj]

@ Agrupando los términos con derivadas totales, se deduce

oL

d n
“ Ll = 2~
dt [;pﬂqf ] at
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Integrales primeras — Jacobi / Energia

De (31) se obtiene la expresién de la llamada integral de Jacobi:

oL def
si i =0, ]lejqj — L =cte (32)

Relacion entre integral de Jacobi y Energia
@ En el caso en que dr;/0t = 0, segln vimos, la energia cinética es una
expresién cuadratica homogénea en ¢;; empleando (27):

n

T=1T = Z 5k qkd; = Z 5Pid;

kj= 1

hzzquj_L:2T2—(T2—V):T2+V:T+V’

j=1 9

por lo que h (32) coincide en este caso con la energia total, 7'+ V. §

=
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Jacobi / Energia — Ejemplo

s
m La dnica fuerza aplicada es el peso.
N\ T La Lagrangiana vale
i Lo, 1m 5 9 )
L= gmd + 55@ + 0°0% + 2003 cos 0)
+ %gﬁcos@

Esta funcién Lagrangiana no depende explicitamente de ¢, por lo que
oL
5 =
No hay coordenadas méviles, por lo que coincide con la energia:

0 = h:pwa’c+p99—L:cte.

1 1 . . -2
h=T+V = -mi®+ 5%@;2 + 0262 + 200 cos 0) — %gﬂcos@ o
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Integrales primeras — Jacobi / Energia

observaciones |

@ Cuando existan sistemas de coordenadas mdviles se verificara
Or;/0t # 0y por tanto h = p;4; — L # T + V. Sin embargo, puede
que exista la integral de Jacobi (si 9L/0t = 0), aunque su significado
fisico no serd en este caso la conservacién de la energia.

@ Puede darse el caso de que dr;/0t = 0y, por tanto,
T +V = h =pjq; — L, pero que esta expresién no se mantenga
constante por ser L/0t # 0. Esto dltimo ocurrira si
dV(qj,t)/0t # 0, siendo en este caso el sistema no conservativo
desde el punto de vista fisico, aunque las fuerzas procedan de un
potencial (no estacionario).

|

&
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Jacobi / Energia — Ejemplo coordenadas mdviles

>

@ La particula m desliza libremente
sobre el aro (¢).

a

@ El aro gira con w constante, por
lo que ¢ es una coordenada movil.

o La Lagrangiana vale

——e @
1
1
1
=

1 .
L= im(R2q§2 + R%sen? g w?)

%\

+ mgR cos ¢

@ Se cumple OL/0t = 0, luego la
int. de Jacobi es h = constante.
Sin embargo, en este caso no coincide con la energia, que no se conserva:

) 1 ) i
h=pep—L = §mR2(<Z>2 —sen? g w?) — mgR cos ¢ = cte. @

1 )
T+V = §mR2(¢2 + sen? ¢w2) — mgR cos ¢ # cte. e
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