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Concepto

Definicion:

Se dice que un sistema material esta en equilibrio cuando todas sus
particulas se encuentran en reposo, y permanecen en el mismo estado de
reposo.

@ Para un sistema de particulas (m;,i = 1,... N) las condiciones de
equilibrio serian

7=0,7#=0 Yi=1,...N

@ Teniendo en cuenta la segunda ley de Newton F; = m;#;, las
condiciones se pueden expresar como

r, =0 cond. iniciales . o (1)

F,=0 cond. equilibrio

o (La aplicacién de estas condiciones seria complicada para un S|stem E

&
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con numerosas particulas)
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Concepto

@ En un sistema definido por coordenadas generalizadas
(gj,j =1,...n), las condiciones se traducen en que estas sean
constantes y permanezcan constantes:

¢4 =0; ¢ =0 (j=1,...,n) (condicién de equilibrio) (2)

@ Para establecer la condicién equivalente para las fuerzas, partimos de
las ecuaciones de Lagrange:

d /0T oT
“\ ) " = (3)
dt \ 9¢; 0q;
@ Desarrollando las ecuaciones, es facil comprobar que la condicién para
Gj =0 es
oV .
Qj:—@+Q9C:0 (jzl,...,n)
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Concepto

@ En el caso en que las fuerzas provengan de un potencial

(Q; = —0V/9dq;), la condicién de equilibrio (4) equivale a que adopte
un valor estacionario en la posicién de equilibrio:

JG-3. Estética Analitica

ov
94; q;=0

=0 (i=1,...

Concepto — Condiciones
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Concepto

Tipos de problemas

© Para un sistema sometido a fuerzas dadas, establecer la existencia de
una o mas posibles configuraciones de equilibrio y determinar éstas.

© Analizar la estabilidad de las posiciones de equilibrio. EI concepto de
estabilidad consiste en garantizar si ante pequenas perturbaciones
respecto de la posicidon de equilibrio se mantiene el movimiento
préximo a dicha configuracién, o si por el contrario se aleja
indefinidamente de la misma.

© Para un sistema en una configuracién geométrica determinada,
determinar las acciones necesarias (tanto en lo que respecta a fuerzas
activas como a reacciones) para el equilibrio y su estabilidad.
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Estabilidad

@ Suponemos que la posicién de equilibrio corresponde a {¢; = 0}

@ Una perturbacién del equilibrio en las coordenadas o velocidades
iniciales {¢; # 0,¢; # 0}, dara lugar a una evolucién dindmica del
sistema, en la que la configuracién varia respecto de la posicién de
equilibrio.

@ Se dice que el equilibrio es estable cuando la variacién respecto de la
posicién de equilibrio estd acotada, llegando a ser tan pequena como
queramos al hacer la perturbacién suficientemente pequeia.

;r:?
&
&«
|

A ®
Cwealeble eafable &
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Estabilidad

@ Diremos que el equilibrio es estable si para un valor € tan pequefio
como se desee es posible encontrar un valor § de forma que:

Ve, 35 tal que |qoil <9, |doil < = gl <e

@ En este caso lo que ocurre es que las fuerzas que se originan en esta
perturbacién tienden a devolver al sistema a su posicidn de equilibrio.
zq,u.iubvio
ealable

K
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Estabilidad

@ El equilibrio es inestable cuando la configuracién del sistema no esta
acotada, aln para una perturbacién pequeia, perdiéndose por tanto
la posicién de equilibrio. Las fuerzas tienden a separar el sistema de su
posicién de equilibrio.

&

u.l-&'.Lrio
Lnental Lo

@ Por dltimo, cabe hablar también de equilibrio indiferente, referido a
perturbaciones en que se alteran tan sélo las coordenadas, pero no las
velocidades. En este caso las nuevas posiciones, cercanas a la posicién
original de equilibrio siguen siendo de equilibrio.

[
C?u&&'ﬁf&o 'md&{&(en‘&
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Estabilidad

mg
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Ejemplos de equilibrio estable,

Concepto — Estabilidad

inestable e indiferente.
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Estabilidad — Teorema Lejeune-Dirichlet

@ Sea un sistema en que las fuerzas provienen de un potencial
estacionario V: QQ; = —0V/0q;. En el equilibrio el potencial debe ser
estacionario, 0V /0q; = 0.

Teorema

Si el potencial V' es minimo en la posicién de equilibrio, este es estable

Demostracion

i

@ Sien la posicién de equilibrio V|, = 0 es un minimo local, al separarse
ligeramente del mismo para una perturbacién pequeiia, serda V' > 0.

@ Por otra parte la energia cinética también se anula en la posicién de
equilibrio y por su caracter esencialmente positivo 7" > 0.

@ Al conservarse la energia T'+ V = ¢, esto indica que ambos deben
estar acotados:

T+V=¢>0, T>0V>0 =
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Estabilidad — Teorema Lejeune-Dirichlet
@ La variacion del potencial respecto de la posicion de equilibrio es por
tanto, a partir del desarrollo en serie de V:

oV 1 9%V
AV =V(q) — V(0) = it
(@) —V(0) 7 Uq > 9gi0a;

e La matriz de las derivadas segundas debe ser definida positival:

q;+ ... (6)

82V [ 2V
[8qiaqj>o o f(a) [aqiaqj{abo via) # (0} (7)

!Para que una matriz sea definida positiva deben ser positivos todos los menores &
principales, o alternativamente todos los autovalores
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Ejemplo: columna rigida con empotramiento flexible

JG-3. Estatica Analitica

1
Vw)z—PLu—cwﬂy+§KW

dv
oV = @519 =0 Vv

dV
W = —PLsend + K9=0

¥ =0 : equilibrio
d?v
W= —PLcos9+ K >0
estabilidad para 68 = 0:

2V
SVl K- PL>0
az |, -

Si K < PL inestabilidad (pandeo)
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Equilibrio — Particula

@ Para una particula libre, la condicién de equilibrio es

F=0

donde F' es la resultante de todas las fuerzas.

@ En el caso conservativo se formula como
ov
5. =0 (9)
or
@ Para una particula ligada a una superficie lisa, las fuerzas externas F'
deben ser normales a la superficie, equilibradas por la reaccién IN:

~Je

N &

Equilibrio — Particula
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Equilibrio — Particula

@ Empleando la definicién paramétrica de
la superficie (u,v), la condicidn equivale
a que sea normal a dos vectores
tangentes, Or/0u =7, y Or/0v = ry:
or or

@ En el caso en que F' provenga de un potencial, (10) equivale a:
oV (u,v) OV or _o. oV (u,v) OV or _o

ou or ou ' ov or v
@ La estabilidad del equilibrio se formula mediante:
0’V 9*V
2 Gudv
>0
0’V 9*V
ovou  Ov?

'@

JG-3. Estatica Analitica Equilibrio — Particula 23/02/2022 18 / 27



Indice

© Equilibrio

@ Sistema



Equilibrio — Sistema
@ El equilibrio del mismo requiere el de cada una de sus particulas:
F;=F* 4+ FM™=0 (i=1,...,N) (11)

@ Las ecuaciones cardinales de la estdtica provienen de sumar las
ecuaciones (11) para todo el sistema, Zf\;l Constituyen un conjunto
necesario de condiciones:

N
F=) F*=0 (12)
=1
N
Mo=) riNF*=0 (13)
=1

@ Sin embargo, sélo son ecuaciones suficientes para el caso de un sdl
rigido
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Equilibrio — Sistema

i
b

L. -

Figura: Dos sistemas en los que las fuerzas actuantes tienen resultante y
momento nulos (ecuaciones cardinales), y sin embargo no estdn en equilibrio. @

Ty
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Sélido rigido

@ En un sdlido rigido, los desplazamientos
virtuales de cualquier punto pueden
expresarse a partir de {0rg,d0}:

or =0rg+ 060 AT L—)

o El trabajo virtual se expresa como G

oW =F -drg+ Mg - 60
=0 VY{org, o0}

@ Se deducen las condiciones necesarias y suficientes para el equilibrio
F=0, Mg=0
@ Para el sélido con un punto fijo O las condiciones son

W=Mp-06=0 = Mp=0
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Ejercicios

Enunciado

El dispositivo de la figura adjunta
estd formado por tres barras pesa-
das articuladas entre si, de longi-
tud [ y masa m cada una, de forma
que estan contenidas en un mismo
plano vertical. El conjunto se haya
sujeto por el vértice A a un punto
fijo y por el vértice D a un punto
que impide el movimiento vertical.

Asimismo, entre los vértices A y D se sitlia un resorte lineal de longitud

natural l[g = 3l y constante k.

© Calcular el valor de k para que el sistema esté en equilibrio para

0 = 60°

© Determinar si es un punto de equilibrio estable o inestable.
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Ejercicios - Solucion

k(l+ 2l cosf — 31)

Ag——>

§1.— La posicién natural del resorte seria para § = 0; al descender las
barras el resorte se acorta (2[ cosf — 2] < 0). Por equilibrio de momentos,
establecemos la condicién de rétula en C, con las fuerzas en C'D:

—k(2lcosf — 21)lsenf — %mgl cos 0 + gm% cosf =0 (14)

obteniéndose el valor de k igual a:
B mg cos 0
"~ 2I(cos® —1)senf

Si particularizamos para 6 = 60° obtenemos el valor k = mg/(1/31).
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Ejercicios - Solucion

Al mismo resultado llegamos aplicando consideraciones analiticas. La
funcién potencial del sistema vale:

1
V = —2mglsenf + Sk(2l cosf — 21)2 (16)

donde hemos tomado como nivel de referencia del potencial gravitatorio la
horizontal por A. La condicién de equilibrio se obtiene anulando la
derivada de V:

dav

0= 0 = —2lmgcosf — k(2lcosf — 2[)2lsend = 0 (17)

obteniendo el valor de k:

b mg cos 6 (18
2l(cosf — 1) send Yy
que es el mismo valor que la expresiéon dada en (15). &
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Ejercicios - Solucion

§2.— Determinemos ahora si el punto de equilibrio es estable o inestable.

La derivada segunda del potencial es:

&V

a0z 2lmgsen O + k2l sen 02l sen 6 — k(21 cos 6 — 21)2[ cos 0

Si particularizamos para las condiciones de equilibrio § = 60° y
k = mg/(+/3l) obtenemos

d?v V3 >0
—_— = ——mg
02 =60, k="4 3
’ V3l

lo que demuestra que el punto de equilibrio obtenido es estable.
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