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Oscilaciones en las estructuras

@ El estudio de las vibraciones
en las estructuras es
importante para garantizar:

e Su funcionalidad

o El comfort de los usuarios
0 pasajeros

o La resistencia y seguridad
estructural

o El célculo dindmico es mas
importante hoy dia por
e Mayores requisitos y
exigencias
o Cargas mas veloces con
mayor efecto dindmico
o Estructuras mas esbeltas
y ligeras
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Reducciéon a 1 gdl

En la realidad los sistemas no tienen
un unico gdl sino varios. Sin embargo
el estudio de oscilaciones en sistemas
con 1 gdl es importante por: . e o 552 T w0 54707 v 07

@ Permite introducir y analizar los
conceptos y fendmenos basicos

@ Un caso general con n gdl se
puede descomponer en modos
de vibracién independientes de 1,
gdl (anlisis modal)

tEdition §.14-2  Thu Mar 03 15:47:17 GMT+01:00 2017

@ A menudo hay un modo de
vibracién fundamental que
permite un modelo simplificado
con un solo gdl

d Studant Edition 6.14-2  Thu Mar 09 15147117 GMT+01:00 2017
066 (cyclesitime) u

1L
Factor: +1.6008+00
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Oscilaciones pequenas

@ Estudiaremos las oscilaciones
alrededor de una posicién de
equilibrio estable, por lo que
supondremos:

o Existe una posicién de
equilibrio estable, con un
minimo de potencial

e Consideramos pequeias
oscilaciones alrededor de dicha
posicién, que supongan
fuerzas de recuperacién
lineales
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Oscilaciones pequeinas en estructuras

Las hipdtesis de equilibrio estable y pequeiias oscilaciones se cumplen en la
mayor parte de los casos de vibraciones en estructuras

Santiago

Orense
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Ecuacion

@ Consideramos un resorte lineal, con
elongacién definida por x. Supondremos
vibraciones libres, sin fuerzas exteriores
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aplicadas.

@ Supondremos la posicién natural en 29 = 0 1, sin pérdida de
generalidad.

e La dnica fuerza (interna) es por la recuperacién del resorte, que vale

F=—kx
@ La ecuaciéon del movimiento es por tanto

mi = —kr =

@ Se trata de una ecuacién diferencial ordinaria de segundo orden,
lineal, de coeficientes constantes, homogénea.

La posicién natural es aquella en que la fuerza del resorte es nula

JG-4. oscilaciones 1 GDL Oscilaciones libres sin amortiguamiento — Ecuacion 28/02/2022

—
—
~—

'@

9/ 41



Indice

@ Oscilaciones libres sin amortiguamiento

@ Energia



Energia

o La fuerza del muelle es conservativa, asociada a un potencial V' (z).
este se calcula integrando el trabajo realizado:

x x 1
V:—/ Fdx:—/ (—kz)dz = —kz?.
0 0 2

@ Al ser la fuerza conservativa, la energia total se conserva,

1 1
E=T+V = 5ma‘c? + ika (cte.) (2)
@ Para los maximos de la elongacién es & = 0, sustituyendo en (2):
= —ka® = kA"
me + 5 T 5 (3)

siendo la constante A la elongacién maxima.

e Podemos interpretar que en los puntos de elongacién méxima toda 43§
energia es potencial (Vinax = %k:Az), mientras que en los puntos de®
elongacién nula toda la energia es cinética (Tmax = %kA2). e
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Integracidn

@ A partir de (3), despejando y separando variables:

k [k dz
2 _ 2_ 2 _
x —m(A z4) = mdt R

@ Integrando cada miembro de forma independiente

\/Et—i- = arcsen — (4)
m. T A’

donde ¢ es una constante de integracién.
@ Definimos la frecuencia propia wg como

@ Despejando x en (4) resulta la ecuacién del movimiento:

’ x(t) = Asen(wot + ) ‘
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Movimiento armonico

x(t) = Asen(wot + )

A

[an}

elongacion ()

1 1 1
T Bl 2 3T 4

7fase (wot + ) @
&

Figura: Oscilacion armdnica en vibraciones libres
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Parametros del sistema / movimiento

Parametros
e Frecuencia (angular) propia o pulsacién: wy = 1/k/m [rad/s]
@ Frecuencia (circular) propia: fo = wo/(2m) [Hz]
@ Periodo: T' =1/ fy = 27 /wq [s]
@ Amplitud de la oscilacién: A [m] (longitud)
°

Angulo de fase inicial: ¢ [rad] (adimensional)

Las constantes (A, ) se determinan con las condiciones iniciales
(o, %0). Particularizando en (6):

o

A=
xg = Aseny; 9= Awgcosp = SenLy WoZo
Y= tan~! <>

e Ejemplo: suponiendo (z¢ = a,zo = 0), resulta k&@
A=a, p=7/2 = () =asen(wyt + 7/2) = acos(wot) FE&
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Ecuacion

@ Se considera un amortiguador viscoso,
cuya fuerza es proporcional a la
velocidad, ')y = —cx, en sentido

contrario.
@ F4 es una resistencia pasiva, no conservativa: Para cualquier

trayectoria cerrada el trabajo es esencialmente negativo, disipa
energia:

ANAIAANANIANNANY
ANANNNNNNNNNNNNY

d
W = f(—cdf)dx = j{(—cge?) dt < 0.
@ La fuerza total sobre m es ahora
F = —ci — kx,

@ resultando la ecuacién:

mx +ct+kxr=0

que sigue siendo una ecuacién diferencial de segundo orden, lineal,
coeficientes constantes y homogénea.
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Integracidn

@ Para obtener la solucién emplearemos de forma auxiliar variable
compleja y la exponencial imaginaria. La férmula de Euler expresa

¢ = cosf + isend
@ Para una constante imaginaria general r = p + i € C:
e = ePT0 — ePel® — ¢P(cos B + isen )
@ Supondremos una solucién general

z(t) = Ce™, con C,r € C

Las derivadas son

& =rCe™, i=r?Ce"

Sustituyendo en la ecuacién (7), resulta
0

(mr? 4 cr + k)"t = = mr? +cr+k =0.

(ecuacidn caracteristica)

JG-4. oscilaciones 1 GDL Oscilaciones libres con amortiguamiento — Integracién 28/02/2022 19 / 47



Integracidn

@ El tipo de movimiento depende de la solucién de la ecuacién
caracteristica
—cE Ve —4km

2
mre+cr+ k= = =
r° 4+ cr 0 r o (9)

e Estas soluciones dependen del signo del discriminante (c? — 4km)

a) c? — 4km > 0 (amortiguamiento supercritico).
o En este caso existen dos raices reales para r en (9), ambas negativas:

rn=—-p, o = —¢q.
o La solucién general serd una combinacién lineal:

z(t) = are P' + aze” .

@ Se trata de una solucién exponencial decreciente, no oscilatoria.
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Integracidn

JG-4. oscilaciones 1 GDL

Oscilaciones libres con amortiguamiento — Integracién
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Movimiento de un sistema
definido por la ecuacion

mi + ¢t + kx = 0, con
amortiguamiento supercritico
(c > 2\/%) bajo distintas
condiciones iniciales:

Caso 1) &g > 0,

Caso 1) &9 =0,

Caso Ill) &y < 0.

28/02/2022



Integracidn

b) ¢? — 4km = 0 (amortiguamiento critico).
o En este caso existen una raiz real doble, negativa:

c

2m

o correspondiendo a las soluciones z(t) = ae™P' y x = bte™P'. La
solucién general serd una combinaciéon de estas dos:

z = (a+bt)e ™

@ Se trata de una solucién dominada por la exponencial decreciente, no
oscilatoria.
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Integracidn

c) ¢ — 4km < 0 (amortiguamiento subcritico).
o Se obtienen en este caso dos raices complejas conjugadas para (8),

T =-—-pt+wi, Tro9=-—p—wi,
e siendo
c c? n k
= -, w = _——_— _
p 2m 4m2  m

La parte real de la solucién es negativa, dando lugar a una exponencial
decreciente, que multiplica a una funcién arménica:

¢ = are"PHWIt | g o(-p—iw)t e Pt (a1t + age”t)
= e P![(a1 + az) coswt + i(a; — ag) sen wt]

e Denominando B = a1 + as, A = i(a1 — az), ambas reales, resulta

‘CE = e P (Asenwt + Bcoswt) ‘

@ Esta solucidn si es de tipo oscilatorio.
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Integracidn

c) ¢ — 4km < 0 (amortiguamiento subcritico)

o Otra forma equivalente de expresar esta solucién es mediante el
cambio de las constantes (A, B) a otras (a, ) definidas por:

A=acosp; B=asenyp,

@ resultando la expresidn

def k; C2
sen(wt + @), con w - (11)

=L
Tr=qaqe 2m

@ La expresién (11) representa un movimiento oscilatorio amortiguado
de amplitud decreciente (ae!), al estar modulado por una

exponencial negativa. @

&
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Integracidn

’ | M\A\MM T

. LI

—0.04 1 —0.04 -

(a) (b)
Ejemplo de oscilaciones con amortiguamiento
(a) Gréfica para t € [0,10];
(b) Detalle de la gréfica para t € [0,2], en la que se aprecian mejor las g
oscilaciones amortiguadas;
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Integracidn

Parametros

@ (pseudo-)frecuencia propia del sistema amortiguado:

_ k@ _ k[ 2
w= m  4m2  \m 4km
= wo/1— &2 (12)

. . e def C
@ Tasa de amortiguamiento critico: £ = ——, con

Cerit
Cerit = 2V km = 2muwy. (en vibraciones estructurales £ < 1)

@ En funcidn de estos pardmetros, la ecuacién diferencial (7) se escribe

|5 + 26w0d + o = 0] (13)
@ mientras que la solucién (11) se expresa como @
z(t) = ae "t sen(wt + @) (e
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Medida del amortiguamiento

@ El amortiguamiento se puede medir mediante el decremento
logaritmico, que se puede relacionar con la tasa de amortiguamiento
critico.

@ Se obtiene primero la razén de amplitud entre dos ciclos consecutivos:

ae—fwot

EwoT
ae_§W0 (t+T)

= ¢

@ Se define como el logaritmo Neperiano de esta razén:

2m 13

/I8 e

~2m¢  (para § < 1)

6= log(engT) = &wp

(15)
T
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Oscilaciones libres con amortiguamiento

Condiciones iniciales

e Las condiciones iniciales (xg,vg = o) permiten definir las constantes
del movimiento (a, ¢) en la ecuacién del movimiento (14):

z(t) = ae ¥t sen(wt + @)

@ Sustituyendo en la ecuacién:

o = aseny
vo = a(—E&wp sen ¢ + w cos )

@ Resolviendo estas dos ecuaciones se obtienen las constantes (a, ¢).

V1-¢ T

a =

€+ vo/ (xowo) sen @
<
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Oscilaciones forzadas — Integracién

Suponemos que actua una fuerza externa

z f(t); La ecuacién es:

(mé + i+ kz = f(t)] (16)

(ecuacién diferencial no homogénea)
@ Veamos la estructura de la solucién; sean dos soluciones cualesquiera
z1(t) y xao(t) de (16):

mxo + cTo + x9 = f(t),
mx, +ct1+x1 = f(t);

@ Restando término a término,
m(jfg — i‘l) + C(S‘UQ — il) + I{I(SUQ — {El) =0.

@ Por tanto su diferencia, x,(t) = x2(t) — x1(t), es solucién de la @
ecuacién homogénea (7), para vibraciones libres. S

JG-4. oscilaciones 1 GDL Oscilaciones forzadas — Integracién 28/02/2022 30 / 47



Oscilaciones forzadas — Integracién

@ Esto permite expresar la solucién general de la ecuacién como una
solucién particular z,,(¢) de la misma, 2 mds la solucién general de la
homogénea z,(t):

2(t) = zp(t) + zp(1) (17)

@ La solucién general de la homogénea () corresponde a las
vibraciones libres, que ya sabemos calcular, ver ecuacién (14)

@ El problema se limita pues a calcular una solucién particular z,(t) de
la ecuacién completa (16).

@ Consideraremos a continuacién varios casos particulares de interés.

2 “
que ya veremos como se puede hallar
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Oscilaciones forzadas — Integracién

a) Fuerza constante, f(t) = D
@ Puede corresponder a una fuerza estatica, si su aplicacién ha sido
lenta, o a una funcién escalén dindmica, en el caso en que sea stbita.

@ La solucién particular es otra constante3

fL’p:?

110777777

Ejemplos: un muelle en posicién vertical
sujeto a la gravedad, o la fuerza de
rozamiento durante el intervalo en que no
cambia de signo (supuesta la reaccién
normal constante).

&

28/02/2022 32 / 47

3La comprobacién es inmediata, al ser &, = i, = 0.
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Oscilaciones forzadas — Integracién

a) Fuerza constante, f(t) = D

@ Por otra parte, llamando Az = D/k (cte.), la adicién de una solucién
xp = Ax puede interpretarse también como una simple traslacién del
origen de coordenadas, z'(t) = x(t) — Ax = x(t).

@ De esta forma el movimiento puede describirse como una oscilacién
libre alrededor de un nuevo origen de coordenadas, trasladado Ax.

‘7777777 ey

@ Esta puede ser la interpretacién, por ejemplo,
de una masa m colgando de un resorte de
constante k en direccidn vertical, sometida a su

k propio peso (mg).
@ El movimiento puede estudiarse como una
A'II oscilacién libre alrededor del punto de
mg equilibrio, situado la distancia Az = mg/k gf
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Factor de Amplificacion Dinamica

@ Consideramos la respuesta a una carga Fy. La solucién estética es
Py
Test — 5 (18)
k
@ Si la carga se aplica de forma sibita y después se mantiene constante,
la solucién dindmica es

P, Pk ¢,
Tdin(t) = ?0 - 101 52,e Swot

@ Se define el Factor de Amplificacién Dindmica como

. 1
FAD — Fdinmax _ 4 — e ol gen(wt + o).

Test 1= 52
@ La amplificacién maxima se produce para el sistema sin
amortiguamiento £ = 0; en este caso el desplazamiento maximo se
produce para wot = 7, y resulta

P,
Ldin,max — 2?0 = FAD =2

sen(wt + ). (19)

®
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Ejemplo: FAD para carga instantanea constante

2

estaticd

din. €=0.00 ——

din. £=0.02 —— [/ |

din. £=0.10
< din. £=0.20 / \
o
e
X 15 \
]
Q
E \
@ \
£
=}
5 \ A
2 1 —
f
=
€
<
[0}
©
5 05 / : \/ \
[$]
©
(TN

0
-1 0 1 2 3 4 5
Tiempo t/(mt/w)
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Oscilaciones forzadas — Integracién

b) Fuerza lineal, f(t) = Et
@ Se trata de una fuerza que aumenta o disminuye linealmente con el
tiempo.
@ Tanteamos la solucién x;,, = mt 4 n, también lineal. Considerando
&p =m, %, = 0y sustituyendo en (16) se obtienen m y n:

{m:E/k:

ecm+ k(mt +n) = Et
( ) n=—cE/k?,

@ por lo que resulta

= E(-5)

@ Como ejemplo, este caso sirve para estudiar la respuesta a una rampa,
para aplicacién gradual de una fuerza que después se mantenga

gﬁ, v

constante
GAs
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Ejemplo — FAD con Rampa lineal de carga

/ Xmax £-0.05=1-25857 fo/k
C
folk / \

elongacion (x)

respuesta dinamica x,
respuesta dinamica x,
respuesta estatica X

L

'@

2ty/3 ty 7ty/6 2t
tiempo (t)
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Oscilaciones forzadas — Integracién

c) Fuerza arménica, f(t) = gsenQt.

@ Este caso tiene especial importancia, ya que no sélo sirve para una
fuerza armédnica en si misma, sino que servird también como base
para calcular la solucién frente a una carga cualquiera, mediante el
desarrollo en serie de Fourier

@ Tanteamos una solucién que sea igualmente arménica, con la misma
frecuencia que la excitacién, pero admitiendo un posible desfase §
respecto de la carga aplicada:

xp(t) = Asen(Qt +9) (20)
@ Derivando (&), Zp) y sustituyendo en (16):
(k — mQ?) sen(Qt + &) + cQ cos(Q + 6) = 9 sen Ot, :
@
&
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Oscilaciones forzadas — Integracién

c) fuerza arménica, f(t) = gsen Ot

o Particularizando para dos valores distintos de t se calcula A y §:

Q parat=0,
(k —mQ?)send + cQcosd = 0,

y despejando ¢,

_ Q28w
tand = F—m® w2 (21)

Q para QU +6 =0,

— 9 en(— -1
cﬁfAben( 5 = |A CQsen5

'@
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Oscilaciones forzadas — Integracién

c) fuerza arménica, f(t) = gsen Ot

@ Desarrollando la expresion de sen d:

tan o —c

send = = 22
+V1+tan?s  +4/(k — mO2)2 4 202 (22)
@ resultan finalmente las expresiones siguientes para A:
A— q — a/m . (23)

+/(k —mQ2)2 + 202 £/(wd — Q2)2 + 42020}

@ Los parametros A y § definen la solucién particular z;, (20), y
dependen tnicamente de los pardmetros del sistema (no dependen de

las condiciones iniciales). @

&
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Oscilaciones forzadas — Integracién

c) fuerza arménica, f(t) = gsen Ot

@ Una vez conocidos A y d es posible escribir la solucién general de la
ecuacién completa (16) que resulta:

z(t) = ae”*fsen(wt + @) + Asen(Qt +6) (24)

/

s
sol. gral. homogénea, x,(t) sol. part. completa, ()

@ En esta expresién (24) quedan tan sélo por determinar los pardmetros
a'y p, que se obtendran particularizando las condiciones iniciales.
@ Teniendo en cuenta que al cabo del tiempo la solucién general de la
homogénea desaparece, =1, (t) — 0, se puede diferenciar dos etapas
del movimiento:
@ Régimen transitorio, en el cual xy(t) es significativo, y coexisten en la
respuesta la frecuencia propia del sistema w y la de la excitacion Q. sz
@ Régimen permanente, cuando se puede despreciar xp(t), quedando s@
zp(t), y la respuesta sélo contiene la frecuencia de la excitacion (2. G
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Régimen transitorio y permanente

El régimen permanente no depende de las condiciones iniciales, como se
comprueba facilmente a partir de la ecuacién (24)

t :
Movimiento oscilatorio forzado, para dos condiciones iniciales distintas;;@?
cabo de cierto tiempo, el régimen permanente es el mismo. G
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Resonancia

@ La amplitud A del régimen permanente (23), se puede expresar como

A= ark (25)
V(1= (Q/w0)?)” + (262/w0)”

@ Para el caso sin amortiguamiento (£ = 0), particularizando (25)

B q/k
A= T Q)

@ Para 2 — wq se obtendria una amplitud tedricamente infinita:

q/k .
A= % — 00 jresonancia!l
1-— (Q/wo) Q—wo
o Fisicamente la resonancia corresponde a un acoplamiento entre la @
excitacién periddica y la oscilacién del sistema, con un aporte positi
de energia en cada ciclo
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Resonancia — ejemplo & ~ 0

@ La energia del

54 sistema y su
amplitud crecen
— linealmente con ¢

@ En el caso tedrico
la amplitud llegaria
a oo; en la practica
el sistema se
fractura o colapsa
en cierto instante.

_10_
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Resonancia

@ En un caso general con ¢ # 0 la resonancia es cuando se produce el
méximo de la amplitud A(2) en (25). Esto se puede obtener como el
minimo del radicando en el denominador

d

1— (Q/w0)?)” + (26Q/w0)” (26)
@ lo que se produce para la frecuencia resonante

9)
= —V/1-22 = |Q =wV/1-282

wo

Para amortiguamiento pequefio £ < 1 es muy similar a la frecuencia
propia del sistema: Q, ~ w = wp/1 — £2 =~ wy
o La amplitud resonante se obtiene sustituyendo 2, en (23):

A = A<Qr) = . = Q/k

w  2/1-¢
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Resonancia — ejemplo ¢ = 0,02

SMN\&'“‘NW“wuﬂ
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