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Sistemas lineales acoplados

@ las ecuaciones generales de la dindmica son de segundo orden en
funcién del tiempo. Cuando son lineales, para el caso con 1 gdl,
adoptan la forma siguiente:

mi + ct + kx = f(t) (1)

@ Para el caso con n gdl son de la forma
mijd; + cijd; + kijq; = fi(t) (2)

e En forma matricial (2) se expresa como
M[{a} + [C{a} + [K{a} = {f(t)} (3)

@ En el caso en que las matrices [M], [C], [K] fuesen diagonales las
ecuaciones estarian desacopladas: se podrian considerar como n
sistemas de 1 gdl independientes. )

@ En otro caso, las ecuaciones estardn acopladas: el movimiento de u@
grado de libertad afecta a los demds, y deben resolverse de forma
conjunta.
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Sistemas lineales acoplados — Ejemplo

JG-5:

C1 C2 C3

my ma m3
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€3

Tomamos coordenadas absolutas de cada masa en relacién con la
posicién de equilibrio, q = (z1, z2, x3).

La energia cinética es
1 1 1
T= §m1j€ + ing;«g + §m35:§,
y la energia potencial
1 1 1 )
V= 516196% + 5’{2(952 —z1)’ + §k3($3 —12)”. @

&
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Sistemas lineales acoplados — Ejemplo

C1 C2 C3

my ma ms

ARNIALIINANNANY
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Z3

@ Las fuerzas de los amortiguadores son no conservativas:

1€ = —c1@1 + co(de — d1)
8¢ = —co(to — 1) + c3(d3 — T2)
5° = —cg(d3 — i2)

@ Las ecuaciones de Lagrange, con L =T —V, son
A(OLY 0L _ oo @
dt\di; )  Ow;
&
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Sistemas lineales acoplados — Ejemplo

C1

mi

ARALINIIALNANY
ANNNNNNNNNNNNNN

C2

ma

C3

m3

o} o} o)
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T3

Resultan por tanto las ecuaciones del movimiento siguientes:

mix1 + (kl + kg):L‘l — koxo + (Cl + Cg)il — o9 =0

modo — kox1 + (kg + k?g)l’g — ksx3 — coq + (CQ + 63)1’2 —c3r3 =0

msis — k3o + k3xrs — c3dLo + c3x3 =0
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Sistemas lineales acoplados — Ejemplo

C1

mi

ARNLINLIILINNY
ANNNNNNNNNNNNNN

C2

ma

C3

m3

L3

T 0} o3
T777777777777777777777777777777777777777777777777777777777777777777777777777777777777777777777777

Se pueden identificar los coeficientes de las ecuaciones (2):

mq 0 0
[mzj} = 0 mo 0
0 0 ms
k1 + ko —ko
(kij] = —ky ko + k3
0 —k3

Resulta un sistema de 3 ecuaciones diferenciales lineales y acopladas, al
ser diagonales ni los coeficientes c;; ni los k;;.

JG-5: Oscilaciones con n GDL

[ci5] =

0
— kg
k3

1+ c2

0

—co
2+ c3

Ecuaciones del movimiento — Sistemas lineales acoplados

09/03/2022

GAs

7/ 68



Indice
@ Ecuaciones del movimiento

@ Linealizacién de ecuaciones



Linealizacion de ecuaciones

Las ecuaciones de oscilaciones lineales pueden provenir de dos casos:

© Sistema lineal (como el visto antes), en cuyo caso las ecuaciones
resultan directamente lineales

@ Sistema no lineal con pequefias oscilaciones alrededor de la posicién

de equilibrio estable. Para ello se puede proceder de dos maneras:

@ Obtener las ecuaciones generales de Lagrange y después linealizar,
despreciando los infinitésimos de orden superior.
© Obtener directamente los coeficientes lineales de las ecuaciones

mi;d; + cijd; + kija; = fi(t)
*°T | PV Qe

= S ; ii = A A ;0 Cij = .
94i94;|q, 7 0@idgly, 94;

My
do0

Estas derivadas se deben particularizar en la posicion de equilibrio.
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Ejemplo: Péndulo doble — Linealizacion

Péndulo doble formado por masas puntuales m
unidas por varillas sin masa de longitud /¢
Lagrangiana

1 . . ..
L= 5m€2 [230% + go% + 212 cos(p2 — 901)]
+ mgl(2cos p1 + cos p3).

Ecuaciones de Lagrange:

0 = 2ml%p; + ml? cos(py — 1) P2 — mb2p2 sen(pa — 1) + 2mgl sen @y
0 = ml2p1 cos(pa — 1) + mb@s + ml2p? sen(py — 1) + mgl sen @,

Ecuaciones linealizadas despreciando términos de segundo orden:

0= 2m€2¢1 + m£2<,252 + 2mglypy @
0= m£2¢51 + m€2¢2 + mglpo @u,-L
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Ejemplo: Péndulo doble — Linealizacion

%

Las ecuaciones linealizadas para pequeiias
oscilaciones son:

0 = 2ml%py + ml2@y + 2mglp
0 = ml%p; + ml2py + mglps

De forma matricial se pueden expresar como
M|{a} + [K[{q} = {0}

siendo

w-{) (6 7) w- () @
Gae
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Oscilaciones libres — Sin amortiguamiento

@ Las ecuaciones generales de un sistema dindmico lineal (o
linealizado), con n GDL {q} = {g;}, son’:

MH{a} + [C{a} + [K[{a} = {f(?)} matricial  (6)
m;jid; + ¢ijq; + kijqj = fi(t) indices (7)

donde [M] es la matriz de masa, [C] de amortiguamiento, [K] de
rigidez, {f(¢)} el vector de fuerzas aplicadas.

@ Consideramos vibraciones sin amortiguamiento y libres:

M{d) + [eT(4) + [K]{a} = {£7°
|M]{&} + [K){a} = {0}

S —~~
(OE

se emplea el convenio de suma implicita para indices repetidos
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Oscilaciones libres — Sin amortiguamiento

@ Buscamos soluciones armédnicas puras que, mediante la notacién de la
exponencial compleja?, se expresan como

{a()} = {a}e™’, con {a} €R" (9)
o La derivada (segunda) de esta solucién es
{a()} = —w*{aje™, (10)
@ y sustituyendo en la ecuacién (8)

[M](—w?{a}e™) + [K]{a}e™" = {0}
(—w?[M] + [K]){a}e™" = {0}(-w?[M] + [K]){a}e" = {0} (11)

e y simplificando ¢! £ 0,

(~w?[M] + [K]){a} = {0} (@

v
e’ = coswt + isenwt
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Oscilaciones libres — Sin amortiguamiento

La ecuacién (12) define un problema de autovalores generalizado:
dadas las matrices [K], [M], encontrar A = w? (autovalor o valor propio) y
{a} (autovector o vector propio) que cumplen

(K] - \[M]){a} = {0}| (13)

Notas

@ la ecuacién de autovalores tiene siempre al menos una solucién trivial,
{a} = {0}, como se comprueba facilmente

@ Si existe solucién de la trivial {a} # {0} no serd dnica, cualquier otra
proporcional a{a} también serd solucién

@ Para que existan soluciones distintas a la trivial, la matriz de
coeficientes ha de ser singular:

| det([K] — A[M]) = 0] (14) 9

4
-
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Oscilaciones libres — Modos y frecuencias propias

@ La expresion (14) se denomina ecuacién o polinomio caracteristico:

| det([K] — A[M]) = 0]

es un polinomio de grado n, que en general tiene n soluciones
complejas, valores propios o autovalores A\, € C.

@ En nuestro caso, al ser las matrices [K], [M] simétricas y definidas
positivas, las n soluciones son reales y positivas: A\, € RT. Por ello, se
pueden obtener las frecuencias propias como las raices positivas de los
valores propios:

W = +\/E (15)

e Para cada valor propio A\, = w? existe una solucién (no dnica) para el
vector propio asociado:

(K] = AeM]){a} = {0}  —  {ai}
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Oscilaciones libres — Modos y frecuencias propias

@ La no unicidad de la solucién se manifiesta en que podemos elegir una
norma o escala para el vector propio. Una opcidn es la normalizacién
a través de la matriz de masa:

{ar} M]{ar} =1 (17)

@ Otra opcidn, mas sencilla y probablemente mas recomendable, es
normalizar haciendo que una de las componentes del vector propio,
por ejemplo la primera, tenga valor unitario:

1

a2
ap =1 — Afar}=4¢ . (18)

3para poder aplicar este criterio la componente normalizada no debe ser nula, en aStes
caso se debe elegir otra componente.
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Oscilaciones libres — Modos y frecuencias propias

Ortogonalidad de los modos propios |

@ Una propiedad clave de los modos es la ortogonalidad respecto a la
matriz de masas. En efecto, considerando dos modos con valores
propios distintos Ax # A

{a} T (\e[M]{ar} = [K]{ar})
{ag} T (MM){a} = [K]{a;})

Qe {ar} [M]{ag} =0

(restando ambas ecuaciones)?

@ Es decir,

{a} TM[{ar} =0 si N # X\

2y considerando que por simetria {a;}"[M]{ax} = {as}"[M]{a;}, e igualmente para 9
(K]

»
J
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Oscilaciones libres — Analisis modal

@ De esta manera se obtendrian n soluciones del tipo (9), para cada
modo y frecuencia propia ({ay},w);

@ La solucién general serd una combinacién lineal de los distintos
modos:

{at)} =D Cr{ag}e™’, con Cp € C (19)
k=1

@ En este sumatorio, la componente de cada modo k debe ser un valor
real. Por ello, sumando la respuesta correspondiente a las raices de
ambos signos de los autovalores,

{ae(t)} = Cf {ar}e™ " + C) {ar e ™
= {ak}[C’:’eiwkt + Ck—e—z'wkt] o0
= {ay} [wcos wit + wsen wit] @
au

DgeR EreR
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Oscilaciones libres — Analisis modal

e Considerando que el movimiento es real, {qx} € R", cambiamos a
unas nuevas constantes reales (Dy, Ey):

CH+Cr =Dy eR C*Z%(Dk—iEk) .
i(clj—ck):EkER} - C’:%(Dk—i—iEk) )
@ En funcién de estas constantes la componente modal k es?
{ar(t)} = {ar} [Dy coswyt + Ej sen wyt] (22)
@ o bien, cambiando de nuevo a unas constantes (By, dx),
{ar(t)} = {ak} By cos(wit — o) (23)
siendo By, cosd = Dy, B send, = Ej @

*En rojo los parametros propios del sistema, en azul las constantes que dependen dey=
condiciones iniciales
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Oscilaciones libres — Analisis modal

@ En definitiva, la solucidn general real puede expresarse como

{a(t)} = Bi{ar} cos(wit — 6)
5ol

(24)

@ Esta solucién puede interpretarse como una serie de formas o modos

de vibracién {ay}, oscilando cada uno con su frecuencia propia wy>:

{ar(t)} = Br{ay} cos(wit — d¢)

5.

(25)

@ Las 2n constantes (B, di) se determinarian con las 2n condiciones
iniciales (¢;(0),4;(0)).

Sasi como con su dngulo de fase

JG-5: Oscilaciones con n GDL
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Oscilaciones libres — Analisis modal

@ los coeficientes escalares que multiplican a cada modo en la ecuacién
(25) pueden interpretarse como la amplitud modal funcién del
tiempo, y reciben el nombre de coordenada normal w(¢):

uk(t) = Bk COS(wkt — 6k) (26)

o de esta forma, puede escribirse la ecuacién (24) como

n

{a®} =Y w®fa} <  gt) = ur(t)ay (27)

k=1

o Si definimos los coeficientes ay; de (27) como una matriz, que
denominaremos matriz modal [A] = [ay;], esta relacién define un
cambio de coordenadas a las coordenadas normales:

¢ =uga; < {q} = [A]T{u}
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Oscilaciones libres — Analisis modal

@ En la préctica, la matriz modal [A] se construye colocando los
vectores propios como filas:

ain a2 ... Gy
a1 G2 ... Q2

A= . . . (29)
anl Aap2 ... dpn

@ La norma de un vector propio respecto de la matriz de masas es el
producto interior por si mismo, que se denomina masa modal M:

{ar} " M]{ar} = Mj, (30)
&
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Oscilaciones libres — Analisis modal

e Empleando la propiedad de ortogonalidad (19), se puede expresar de
forma general
T si )\k: 75 )\l
a ai} = 31
o} TIM)a} = {Mk AN (31)
@ De esta forma, empleando la matriz modal, considerando que sus filas
son los modos propios,

[A] A]"
_011_2121-_- ain_ (11 @21 - (A1
L2 Qo2 - G20 g a'21 : a_22 - 'Q"Q )
TG T ain!aénl ann
M; O 0
= 0 sz" 0 = [Mp] (@
0 0 ... M, e
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Oscilaciones libres — Analisis modal
@ es decir, los modos propios de la matriz modal [A] diagonalizan la
matriz de masas [M]
[A][M][A]T = [Mp] (33)

@ Por la definicién de los modos propios, también diagonalizan la matriz
de rigidez [K],

T

[A] [A]
u_013 - O 01110215 - On
as1 a2 ... Aop 21122 - - - | On2
LTI I
__________ [ N
Gpl Gn2 Qnn aiplaoyl ... lapy,

2
wiM; 0

JG-5: Oscilaciones con n GDL Oscilaciones libres — Andlisis modal 09/03/2022 27 / 68



Oscilaciones libres — Analisis modal

@ Partimos de la ecuacién dindmica, hacemos el cambio a coordenadas
normales {q} = [A]T{u}, y premultiplicando por la matriz modal [A]
quedan diagonalizadas:

[A]MI[A]"{a}{i} + [A][K][A]{q}{u} = {0} (35)

@ En funcién de las matrices diagonales:

[Mpl{i} + [Kpl{u} = {0} (36)
con [Mp] = <Nél ]\9[2 o ) [Kp] = (MBW% Mgwg g >
0 0 .My 0 0 . Muw?

@ es decir, resultan n ecuaciones desacopladas de 1 GDL

Myiiy, + wiMgu =0| k=1,2...n (no sumado)
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Oscilaciones libres — Analisis modal

@ La solucién general a estas ecuaciones, como sabemos del tema
anterior (T4: oscilaciones lineales con 1 GDL) son arménicas

ug(t) = By cos(wit — k) (38)

lo que, de hecho, ya sabiamos puesto que coincide con la definicién
hecha de las coordenadas normales en (26).

&
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Oscilaciones libres — Analisis modal

Analisis modal — oscilaciones libres sin amortiguamiento |

[ 2]

Se calculan en primer lugar los valores propios A (frecuencias propias
wi = +v/Ar) y modos propios {ay}
Calculo de las masas modales M}, (ecuacién (30))?

© 0

Diagonalizacién de las ecuaciones, convertidas en n ecuaciones de 1
GDL (68), en funcién de las coordenadas normales uy(t) o amplitudes
de los modos de vibracién

©

Solucién de las ecuaciones desacopladas, aplicando las condiciones
iniciales, obteniendo las historias wuy(t)

© Obtener las historias temporales de las coordenadas reales ¢;(t)
mediante las ecuaciones (27)

?Al no ser Unicos los modos de vibracién, dependen del criterio tomado para su 9
normalizacién, las masas modales dependen también de la normalizacién elegida
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Oscilaciones libres — Con amortiguamiento

@ La ecuacién general de oscilaciones lineales con amortiguamiento es

M]{a} + [C]{q} + [K]{a} = {0} (39)

siendo [C] la matriz de amortiguamiento viscoso.

o Las soluciones son del tipo {q(t)} = {b}e", siendo v € C,b € C".
Derivando esta solucién y sustituyendo en la ecuacién,

{a} =~{b}e", {4} =+*{b}e”
(IM]y* + [Cly + [K]) {b}e”” = {0} (40)

&
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Oscilaciones libres — Con amortiguamiento

@ La expresién anterior (40) constituye un problema de autovalores
complejo. En el caso general de amortiguamiento [C] hay n
autovalores complejos v, € C y modos asociados {by} € C".

No suele ser necesario un planteamiento tan general en dindmica
estructural

@ El caso de amortiguamiento proporcional o de Rayleigh es cuando la
matriz de amortiguamiento es combinacién lineal de las de masa y
rigidez,

[C] = o[M] + SK] (41)

Es una hipdtesis bastante razonable en dindmica estructural

&
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Oscilaciones libres — Con amortiguamiento

@ En este caso, los modos de vibracidn obtenidos para el problema sin
amortiguamiento (matriz modal [A]) también diagonalizan la matriz

[C]:
[A][C][A]T = [Cp]
{ar}T[CH{ay} = ofay} T MK{a;} + B{ax} ' [K]{a)}
_ {Ck — aMj, + BwiMy  sik =1

0 si k1 (42)

@ En definitiva, para el amortiguamiento proporcional los modos de
vibracién {ay} diagonalizan también las ecuaciones

Mkdk—s—Ckuk—l—w,%Mkuk =0, k=1,2...n (4ii
&
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Oscilaciones libres — Con amortiguamiento

@ Como sabemos de las oscilaciones con 1 GDL, existe un valor critico
del amortiguamiento para que se produzcan vibraciones,

Chrerit = 2V M Kj, = 2Mwy, (44)

@ v, a partir de este valor, se puede definir la razén de amortiguamiento
critica (, = Ci/Ch crit:

Cr = GChcrit = 2CMywy, (45)

@ por lo cual las ecuaciones desacopladas de 1 GDL para cada modo se
pueden expresar

Myt + 2 Mypwi g + wlekuk =0, k=1,2...n (46!

T

JG-5: Oscilaciones con n GDL Oscilaciones libres — Con amortiguamiento 09/03/2022 35 / 68



Oscilaciones libres — Con amortiguamiento

@ Las soluciones a las ecuaciones (46) son arménicas amortiguadas,

<

k(t) = BjeCkwnt cos(wg, pt — Of) (47)

siendo wy p = wiy/1 — C% la frecuencia propia con amortiguamiento

Vibracion libre amortiguada, {=5%

. ;
vibracién libre
envolvente

0.8
0.6
0.4
0.2

|~
|
|

| —

// AN/ A
0.4 ] v
iy | Voo @
—0.513 V é@!
o 10 20 et 30 40 50 Gre

-0.2

L

amplitud uy
o
e
—
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Péndulo doble — Secc 5.2.4 apuntes

Péndulo doble formado por masas puntuales m
unidas por varillas sin masa de longitud /¢
Lagrangiana

1 . . ..
L= 5m€2 [230% + go% + 212 cos(p2 — 901)]
+ mgl(2cos p1 + cos p3).

Ecuaciones de Lagrange:

0 = 2ml%p; + ml? cos(py — 1) P2 — mb2p2 sen(pa — 1) + 2mgl sen @y
0 = ml2p1 cos(pa — 1) + mb@s + ml2p? sen(py — 1) + mgl sen @,

Ecuaciones linealizadas despreciando términos de segundo orden:

0= 2m€2¢1 + m£2¢52 + 2mglypy @
0= m€2<,251 + m€2¢2 + mglpo %
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Péndulo doble — Secc 5.2.4 apuntes

@ La expresién matricial de las ecuaciones es:
[M[{d} + [K[{q} = {0}
= (B ) m= (P 0.
@ La ecuacién caracteristica resulta
det(K] - AM) =0 = 2(2-2) X =0,
@ cuyas soluciones son

A= (2— \/5)%; Ao = (2+ \/5)%

'@
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Péndulo doble — Secc 5.2.4 apuntes

@ A partir de éstas podemos calcular los vectores y frecuencias propias
asociados a cada una, el resultado es:

— /o _ 9. _J .
w1 =12 ﬁ\/;a {al}_{ﬂ}v
g 1
=1/2 24 /= = .
wg =\/2+ \[\/; {az} {_\/5}
@ Para estos modos las masas modales valen respectivamente

My=(1 v2)me G D {\%} =ml*(4+2V2)

My= (1 —v3)me? G 1) {_i&}—mﬁz(él—?\/i).

@ EJERCICIO: Grabar video corto excitando cada uno de los modos dé&s
vibracién por separado, mediante la configuracién inicial qy = ay. &
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Péndulo doble — Sistema lineal

Sistema lineal de 2 gd! formado

}YYYYY?;YW m k m/2 por sendas masas y resortes
@ @ ;

1
PR A2 V= *(21{3)1% + 7k(x2 - $1)2
[ {51 % 1
’ To m 2
T — -
2mx1 + 2 2

Matriz de rigidez:

oV 3k —k
K] = [Kij] = [%iaxj](o,o) = (_k k) .
Matriz de masas:
0T m 0
M1 =005 = 5555 ] 0o = (0 )

EJERCICIO: Obtener frecuencias y modos propios, asi como masas
modales

'@
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Modos propios de edificio a cortante

1.000 1.000
. 2.
1.0 kip-sec”/in :
7 — v, 0.6486
>
600 kips/in 06066
1.5
L —U,
—0.6790
1,200 )
0.3018
2.0 ’
77 U3
1,800 - -
1 1 Mode 1 Mode 2 Mode 3
®,=14.522 rad/sec ®,=31.048 ®,=46.100
FIGURE E11-2
Vibration properties for the frame of Fig. E12-1.
Cita®

5 Dynamics of structures 3rd ed, R.W. Clough, J. Penzien. Computers & StructureSage
Inc. California USA, 2003
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Modos propios de una viga simple

T 0(x)
x
- =)
ni EI, m = constants e
l L \
(a)
[El
91(x) =sin "~ o

NV mL*
. 3rmx
¢3(0) =sin—

(b)

FIGURE E18-1

Simple beam-vibration analysis: (a) basic properties of simple beam:

(b) first three vibration modes.
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Modos propios de una ménsula

o(x)

X EI, m = constants

[EI
[} :(1-875)%/?4

mL

i
@, = (4.694)? /'/g
NomL*

w; =855 [ 1
v

mL
()
FIGURE E18-2

Cantilever-beam vibration analysis: (a) properties of cantilever beam;
(b) first three vibration modes; (c) frequency equation terms.
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Oscilaciones forzadas — Sin amortiguamiento

@ Las ecuaciones de un sistema dindmico lineal con n GDL {q} = {¢;}
sometido a fuerzas externas, sin amortiguamiento, son’:

MN{q} + [K[{aq} = {£f(t)} matricial (48)
ml-jijj + k‘,-jqj = fl(t) indices (49)
donde [M] es la matriz de masa, [K] de rigidez, {f(¢)} el vector de
fuerzas aplicadas.
@ Realizamos el desacoplamiento modal: partimos de la ecuacién

dindmica, hacemos el cambio a coordenadas normales
{q} = [A]T{u}, y premultiplicamos por la matriz modal [A]:

[A]M][A]" (i} + [A][K][A]" {u} = [A]{f(1)} (50)

@ Las ecuaciones diagonalizadas resultan:

[Mpl{ia} + [Kp[{u} = {n(t)}

"se emplea el convenio de suma implicita para indices repetidos
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Oscilaciones forzadas — Sin amortiguamiento

@ Teniendo en cuenta que la matriz modal [A] estd formada por los
vectores propios por filas ({ax}"), y que en la expresién anterior solo
los términos de la diagonal no son nulos, considerando la contribucién

del modo £,
{a} " [M{ay} ix + {a} T [K{ap)ue = {a}T{£(1)} (52)
—_— —_—— —_——
My, wiMk ak:pfp(t) = Uk(t)
My, + wi Mg, = agy f, (1) (53)
@ Los términos 1y (t) se denominan fuerzas modales
(1) = arp fy(t) = {ar} T{E(0)}, (54)

y pueden interpretarse como el producto escalar del vector de fuerzas
{f} por cada modo de vibracién {a}
@ resultan n ecuaciones desacopladas de 1 GDL

1
iy + wiug = ﬁknk(t) k=1,2...n (nosumado)
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Oscilaciones forzadas — Sin amortiguamiento

@ Ejemplos: vector de fuerzas de signo uniforme, vector modal de signo
uniforme

&
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Oscilaciones forzadas — Sin amortiguamiento

@ Un caso practico importante es cuando las fuerzas aplicadas son de
tipo arménico:

{f(t)} = {F}senQt (56)
donde {F} es un vector constante, y € la frecuencia de excitacién®.
@ Desarrollando las fuerzas modales en este caso
1 1 .
—(t) = — F}sen
S = 5 () T{F sen (57)
(S ——
[

@ I'; se denominan coeficientes de participacion modal, en funcién de
los cuales las ecuaciones modales desacopladas son

iig + wiug = Iy sen Q1 (@
8 .
frecuencia angular, en rad/s
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Oscilaciones forzadas — Sin amortiguamiento

@ La solucién de esta ecuacidn es la suma de la general de la
homogénea y la particular de la completa:

ug(t) = By cos(wit — 0x) + Dy sen Ot (59)
——
ul(t) up(t)
h

@ La solucién de la homogénea ! (t) estd acotada, con amplitud
maxima Bj, funcién de las condiciones iniciales

@ La solucién particular de la completa ui(t) se obtiene obligando a que
cumpla la ecuacién (58):

— D2 sen Qt + wiDy, sen Ot = Ty sen Ot (60)
Dy, (—Q? + w}) sexr€IT = Ty serrIT (Q@E
&

JG-5: Oscilaciones con n GDL Oscilaciones forzadas — Sin amortiguamiento 09/03/2022 51 / 68



Oscilaciones forzadas — Sin amortiguamiento

@ En definitiva, la amplitud de la solucién permanente es

Iy

Dy = ———
k w%—(ﬂ

(62)
@ cuyo valor tiende a co cuando la frecuencia de excitacién se aproxima

a la frecuencia propia:
lim Dy = o0 (63)
Q—wyg
@ Este fendmeno se denomina resonancia: la fuerza de excitacién se
acopla con la vibracién de uno de los modos propios, y en cada ciclo
aumenta la energia del sistema, cuya amplitud de oscilacién creceria
tedricamente indefinidamente.
(En la practica, debido al amortiguamiento o disipacién, esta

amplitud alcanza un méximo sin llegar a co0) &!-E
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Analisis por descomposicion modal de torre ménsula

v= @Y v;=9,Y, v,=6,7, v;=0,1,

FIGURE 12-1
Representing deflections as sum of modal components.

NoTA: Correspondencia de notacion:
@ coordenadas q = ¢; — v = v,
@ modos normales a; — ¢,
@ matriz modal A — &7,
@ coordenadas normales u; — Y;
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Analisis por descomposicién modal de viga

v(x, 1)

f\zf\

¢] (x) Y1 ®

T

0,0 Y, ()

+

LRENAG]

. P—— o
+

FIGURE 19-1
Arbitrary beam displacements represented by
etc. normal coordinates.
NoTA: Correspondencia de notacién:
@ coordenadas q = ¢; — v = v,
@ modos normales a; — @y,

@ coordenadas normales u; — Y;
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Fuerzas y modos propios de edificio tipico

=
é

*

Leoeorrsorserreoresoree

m, R wind loads @, 0y
(a) Story mass vector (b) Load distribution vector (c) Mode shapes
FIGURE 14-2

Mass and load distribution and vibration mode shapes for typical building.
NoTA: Correspondencia de notacidn:
@ modos normales a; — ¢y,

o fuerzasf — R
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Oscilaciones forzadas — Con amortiguamiento

@ En la realidad siempre existe alglin amortiguamiento, por pequeino
que sea.

@ El amortiguamiento en estructuras de obras civiles, en término de
razén ( respecto al critico, es generalmente pequefio, entre 0,2% y
5—10%

@ En la ecuacién incluimos un término de amortiguamiento viscoso y la
diagonalizacién se realiza para la ecuacién completa con los términos
de amortiguamiento

[A]M][A]T (i} + [A][C][A]" {u} + [A][K][A] {u} = [AJ{f(t)}
(64)
e Admitiendo que el amortiguamiento es proporcional (Rayleigh),
también se diagonaliza la matriz de amortiguamiento. Las ecuaciones
diagonalizadas (desacopladas) resultan:

[Mpl{i} + [Cpl{u} + [Kp[{u} = {n(t)}
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Oscilaciones forzadas — Con amortiguamiento

@ Desarrollando la ecuacién (65) para el modo ay, (fila y columna k de
[A] y [A]T respectivamente)

{ap} [M{ag} iix + {ar}'[Cl{ar} @ + {ar} T [Kl{ar} us
My, aMj + szMk w]%Mk

= {a}T{f(t)}  (66)

~——

akpfp(t) = Wk(t)
@ La ecuaciéon desacoplada para el modo k resulta
Mty + (a + sz) My, + w;%Mkuk = T]k(t) (67)
N——
2Ckwi,

@ por lo cual la ecuacién dindmica de 1 GDL para cada modo es®

g + 2CpWEty + w,%uk = mnk(t) k=1,2...n (@

%en estas expresiones wy, es la frecuencia propia sin amortiguamiento
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Oscilaciones forzadas — Con amortiguamiento

@ Un caso practico importante es cuando las fuerzas aplicadas son de

tipo arménico:

donde {F} es un vector constante, y Q la frecuencia de excitacién™®.

{f(t)} = {F}sent

@ Obteniendo las fuerzas modales en este caso

1 1 1
7 g F Q
(D) = ST sen
—_—
Iy

(69)
10

(70)

@ I'; se denominan coeficientes de participacion modal, en funcién de
los cuales las ecuaciones modales desacopladas son

Uy, + 2Cwi iy + w,%uk = I';, sen Q¢

frecuencia angular, en rad/s
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Oscilaciones forzadas — Con amortiguamiento

@ La solucién de esta ecuacidn es la suma de la general de la
homogénea y la particular de la completa:

uy,(t) = Bre™ %k cos(wy, pt — 0g) + Dg sen(Qt + ay,) (72)

ul(t) uj (t)

siendo wy p = wiy/1 — Cg la frecuencia propia con amortiguamiento

@ La solucién de la homogénea uz(t) es una funcién arménica
amortiguada, ya deducida en la ecuacién (47), que desaparece al cabo
de suficiente tiempo. Las constantes (By, d) se obtienen con las
condiciones iniciales.

o La solucién particular de la completa uf (¢) se obtiene obligando a que
cumpla la ecuacién (71):

- DkQ2 sen(Qt + o) + DpQ cos(Qt + o)+ R
+ w,%Dk(sen Ot + ) = Ty sen Qt (@
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Oscilaciones forzadas — Con amortiguamiento

o Las constantes (Dy, ay) se obtienen a partir de la ecuacién (73),
particularizando para dos instantes distintos (t = 0,Qt + a; = 0). El
resultado es, en funcién del pardmetro S = Q/wy:

T/ (wpMy)
tan ap = —W (74)
Dy — Ty./(wp Mp) (75)

V=B8R2 +438,

@ Se denomina resonancia cuando la amplitud Dy, alcanza un valor muy
elevado, aunque a diferencia del caso sin amortiguamiento, no tiende
a infinito. El maximo en funcién de la frecuencia de excitacién €2 se
puede obtener derivando la expresién (75), resultando:

L./ (w2 M, fi

Qk,reson = Wk 1-— 2C}3 = Dk,reson = M é%!_ 4
2Gky/1 = ¢} -

Gne
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Oscilacion forzada no resonante

Oscilacion forzada, {=0.05

1.57

14

s 0.57
el
2

= ]

= 0

<

-0.5+

11

-1.5+

4n 8n 12w 20w 287 40T
tiempo ¢
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Oscilacion forzada resonante

Oscilacion resonante, { = 0.05

WM

amplitud u
<

—HHHH]

4t 8w 12w l6m 20m 24w 28w
tiempo ¢
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Péndulo doble con fuerzas

Al péndulo del problema anterior le
aplicamos ahora unas fuerzas, con

f = cte. En las ecuaciones deben
intoducirse las fuerzas generalizadas
asociadas a las coordenadas (¢1, 2).
Desarrollando el trabajo virtual,

OW = flcos ¢y dp1
+ fV2(Lcos g1 o1 + L cos pa bp2)

= flcos 1 (14+V2)0p1+fIV2 cos oy o
Identificando coeficientes y particularizando para las ecuaciones

linealizadas en (1, v2) = (0,0) resulta

() = {fé(}g/%/?)} (@
Gae
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Péndulo doble con fuerzas

Las fuerzas modales son

et {7

= fL(3+V?2) (77)
m=(1 —Vv2) {ﬂ(}g—f@ﬁ)}
= fU(—1+V?2) (78)

y las ecuaciones dindmicas de cada modo resultan

g _ flB3+v2)
U1+(2—\/§)ZU T (11 2v3) (79)
g, _ JU-1++2) ;
u2+(2+\/§)zu2—m£2(4_2\/§) (@
Tus
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Péndulo doble con fuerzas y amortiguamiento

%

() = {ff(};ﬂ\/i)} (81)

EJERCICIO: desarrollar las ecuaciones del
mismo ejemplo suponiendo que hay un

amortiguamiento proporcional de valor
[C] = BIK]

Los coeficientes de amortiguamiento diagonalizados y razones criticas son
Cia
2wi1,03 M1 .2}

y las ecuaciones dindmicas de cada modo resultan

C'{1,2} = Bwfl,z}M{l,Q} ; C{1,2} = = gw{m} (82)

i [ me2(4 + 2v/2)

iis + B2+ V2)2 u2+(2+xf) m (@h.-
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