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Una torre de gran altura se encuentra expuesta a la acciéon E m
dindmica del viento. El modelo dindmico de la torre puede con- f_(t)> ~e frrg

siderarse equivalente a una barra rigida de masa M, altura H y , )
seccion despreciable, unida al terreno mediante una cimentacion o
elastica con un resorte lineal a rotacién de constante Ky. En las :
direcciones vertical y horizontal la cimentacion se puede conside- M, H )
rar perfectamente rigida. Para reducir las oscilaciones se instala dl
en el nivel superior de la torre un oscilador armoénico horizontal de , ,
masa m y rigidez k, estando en la posicion de equilibrio esta masa s

situada en el centro del piso. Los parametros estan relacionados ;o 1"/K9
mediante M = 30m y Ky = 10kH?. Se pide: Gy

1. Ecuaciones diferenciales del movimiento del sistema para oscilaciones libres, linealizadas
para pequenas oscilaciones respecto a la posicion de equilibrio, identificando las matrices
de masa y rigidez del sistema. Al hacer el desarrollo podra considerarse que el movimiento
de la masa superior es r < H, y asimismo despreciarse el efecto del peso al ser pequeno
frente a las demas fuerzas.

2. Frecuencias propias y modos normales de vibracion del sistema, dejando las frecuencias
expresadas en funcion de wy = /k/m.

3. La accion del viento se puede suponer como una fuerza horizontal arménica f(t) = bsen Qt
aplicada en la cabeza de la torre. Obtener la expresion de las ecuaciones dindmicas des-
acopladas en funcion de las coordenadas normales (amplitudes modales).

§1. El sistema tiene dos grados de libertad, el angulo 8 girado por la torre en la cimentacion
flexible y el desplazamiento x de la masa m en su parte superior, relativo a la torre. Conside-
rando pequenas oscilaciones y las simplificaciones indicadas en el enunciado, la expresion de las
energias cinética y potencial es

1,1 . 1 . 1

T=-(sMH*0*+ -m(0H +i)*; V=~

5 ( 3 6% + 2m( + )% 5

A partir de estas expresiones se pueden deducir directamente los términos de las matrices de

1
K992 + 5/{,‘1’2 . (1)

masa y rigidez,

0T _ ((M/34+m)H?* mHY
My =gagr = = (MR i) &)
o’V Ky 0O
K=t = M7 ( 0 k) ' @

Las ecuaciones linealizadas de la dindmica, para oscilaciones libres, son

{2} {2} )
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§2. Sustituyendo los datos del enunciado, las matrices quedan

11mH? mH 10kH? 0
= (U ) m= () 5
Para obtener los autovalores, el polinomio caracteristico es
0 = det([K] — A[M]) = (mH)?*[10)\* — 21 w2 + 10w)] (6)

cuyas soluciones son
21 21,2 21 F v41 A = 0,729844w2
A=w? =w?|= ) ol =W Y| = ’ 0 7
0 {20 T (5) } 0[ 20 } {)\2 — 1,370156w @)
Las frecuencias propias son por tanto
w1 = VA1 = 0,854309wg, we = /Ay = 1,170537wy . (8)

Los modos normales de vibracion son los vectores propios asociados a cada autovalor, mediante
la ecuacién caracteristica

(K] = A[M]){a} = {0} (9)

obteniéndose los vectores siguientes

o} = {%(\/ﬁl— 1)H} = {2,70116H} - b= {—%(VﬁJr 1)H} = {—3,7%)16H} - (10)

§3. Las fuerzas generalizadas asociadas a la fuerza f(t) aplicada en la torre se pueden identi-
ficar en la expresion del trabajo virtual,

SW— FO)HS = {f} = {;9} _ {H{)(’f)} | (11)

Las amplitudes modales dependientes del tiempo (u;(t), us(t)) se denominan coordenadas nor-
males. Su relacion con las coordenadas geométricas se expresa en funcion de los vectores modales
{ax} o de la matriz modal [A]:

o) _ a u a}=({a a wi(t)
{00} = uta) + wo ) = (@) | @) {20} 12
A"

Las ecuaciones desacopladas en coordenadas normales son

1
iy, + wiuy, = ﬁnk(t) = Iy sen 2t (13)
k

donde My, n, son las masas modales y fuerzas modales respectivamente:
My = {a} ' M{ar}, m = {an} {f}. (14)

Las ecuaciones resultantes son

2 b O 1 b O
——— 5N = —— Seln
41 + 41 mH 23,7016 mH

2 b . b
—————senill = ————
41 — /41 mH 17,2984mH

il + 0,729844wiu; =
(15)

iy + 1,370156wauy = sen )t .



NOTA ADICIONAL.— Aunque no se pide en el enunciado, calcularemos a continuaciéon la
amplitud del movimiento debido a la acciéon del viento. Esta amplitud la obtendremos en el
régimen permanente, cuando debido a un pequeno amortiguamiento inevitable desaparezcan
los efectos transitorios.

En esta situacion, dado que el amortiguamiento es muy pequeno, la solucion sera u(t) =
cr sen t, siendo ¢ constantes a determinar. Sustituyendo en las ecuaciones :

|y

0 + Wi Ot =TysenQt = ¢ = —>——
( + wy, )¢ sen | Sen %= —p "

(16)

Sustituyendo para la frecuencia del viento definida en el enunciado (2 = 1,05wy) se obtiene

1 b 1 b 1 b

T 88325 mHw? | 88325kH T 2T 46300 kH (17)
Es decir, la solucién del movimiento obtenido para las coordenadas normales es
(1) = - e (1.05w0t),  ua(t) = —— " sen(1,05w0t) (18)
I = TR Rgon kil D e U g kg D0t

Para las coordenadas geométricas, convirtiendo de nuevo mediante la misma relacion que
en la ecuacion (|12)),

o\ [ 1 1 —1/88325) b f 0102763 1 b o
ce | \2,7016H —3,7016H 1/4,6300 [ kH | —1,105352H | kH
Es decir, el maximo desplazamiento angular de la torre seria ¢y = 0,102763b/(kH ), y el méaximo
desplazamiento de la masa m seria ¢, = 1,105352b/k.

Si se considera la torre sola sin el oscilador auxiliar en su parte superior, la ecuacién del
movimiento seria

1 ..
gMH29 + Ky = Hbsen Qt (20)
o bien sustituyendo los valores de (K, M),
. b
0+ wo = Ot 21
+ wy Tomi " (21)
La respuesta en régimen permanente de este sistema es
Cy = b = —0,975610 b (22)
T 10mH(—2 + W) kH -

Comparando el valor de ¢y en y ¢y en se comprueba que esta tltima es casi 10 veces
mayor en valor absoluto. Es decir, la introduccion del oscilador auxiliar (k, m) reduce de forma
muy significativa las vibraciones. Estos dispositivos se denominan amortiguadores de masa
sintonizados (AMS) y se colocan en torres de gran altura para mitigar las oscilaciones.

En el caso de que la frecuencia bésica coincida con la frecuencia de excitacion (wg = €2) se
puede comprobar que la amplitud del movimiento de la torre (en régimen permanente) seria
exactamente cero, lo que se denomina antirresonancia. El efecto teérico del AMS en este caso
serfa maximo, ya que la accion del viento se transferiria por entero a la vibracién de mismo,
sin afectar a la torre. Por el contrario, si no existiese en este caso el AMS la torre entraria en
resonancia y su amplitud teéricamente creceria hasta infinito.

Los dispositivos AMS son eficaces para acciones cuyo rango de frecuencias estd més o menos
determinado, permitiendo mediante un sencillo sistema pasivo con una masa auxiliar y una
frecuencia seleccionada reducir en gran manera las oscilaciones dinamicas de la estructura
principal.



