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Dos placas cuadradas pesadas de lado a y ma-
sa m estan articuladas entre si por uno de sus
lados. Una de ellas, por el lado opuesto al la-
do comiin, estd articulada a una recta fija OA,
manteniéndose el punto més bajo de la articu-
lacion a una distancia b del origen. La recta fija
OA esta situada en el plano OX Z e inclinada %
respecto del eje OX. La gravedad actiia segin
el eje OZ negativo.

Para el sistema asi definido, se pide:

1. Integrales primeras.

2. Ecuaciones del movimiento.

3. Linealizacion de las ecuaciones de segun-
do orden alrededor de la posicién de equi-
librio.

4. Frecuencias propias.
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1.- Si se descompone la accion de la gravedad como una fuerza en la direccién de la recta
y otra perpendicular a la misma, la fuerza que acttia segin la recta no tiene ningin efecto



sobre el movimiento, y el movimiento del sistema es equivalente a uno con una gravedad g cos
actuando segin la normal a la recta OA.

Desde este punto de vista el problema es equivalente a un péndulo doble formado por dos
varillas de longitud a y masa m con una gravedad §. Consideraremos un nuevo sistema de
coordenadas con el origen de coordenadas en el punto de la recta situado a la distancia b de O
girado —% alrededor del eje Y original (sistema utilizado en la figura esquematica).

Los grados de libertad seran la inclinacién de las “varillas” respecto de la “vertical”, 6 para
la primera varilla (la que esta con un extremo fijo) y ¢ para la segunda.

El potencial gravitatorio de las placas es:

agm cosv

Vi= 1

2agm cost¥ +agm cosp

V2= 1

Queda como potencial del sistema:

3agm cost¥ + agm cos
a 4
Para la energia cinética tendremos en cuenta la energia cinética de la primera varilla como
giro plano alrededor de un eje fijo. Utilizando el momento de inercia respecto de un extremo
de la varilla 3ma® quedaria:

V:

a2 m 2
6
Para la segunda varilla descomponemos la energia en energia cinética de rotacion y de
traslacion.
La energia cinética de rotacion (al ser un movimiento plano) se corresponde con el giro
alrededor del centro de masas de la varilla considerando como momento de inercia 1—12ma2.

T1:

T, =
2 24

y para la energia cinética de traslaciéon consideramos la composicién de las velocidades
(indicadas en la figura) mediante el teorema del coseno.

o2, = 4292 +4a% cos (9 — ) o0+ a®p?
2 4

De ahi se obtiene la energia cinética de traslacién:

4a2m9?+4a2m cos (¥ — @) ¢+ a?m $?

Ty = 3

y la energia cinética total (sumando T + Tio + T0):

Aa2md? +3a2m cos (9 — ) ¢V + a2 m P>
6

Al derivar las fuerzas que acttian de un potencial tendremos la energia como integral primera.

T =




E=T+V

que coincidira con la integral de jacobi.

_ 8a2m? +6a2m cos(9— ) 0 +2a>m@* —9agm costd) —3agm cos g
B 12

E

2.- Para obtener las ecuaciones del movimiento podemos utilizar el formulismo lagrangiano.
Obtenemos la funciéon lagrangiana:

L=T-V

B 8aZm? +6a2m cos (9 — ) o0 +2a2m¢? +9agm cos? +3agm cosp
B 12

L

y de ahi mediante las ecuaciones de lagrange:

doL oL
dtog 90

y
4oL L
dtos 99

obtenemos:

16a>m v+ 6a>m cos (¥ — ) ¢+ 6a’m sin(J — ¢) p> +9agm sing

0
12

6a2m cos (9 — ) —6a2m sin (9 — ) 92 +4a2m@+3agm sing B
12 B

0

3.- Para linealizar las ecuaciones conviene hacerlo con valores cero de las coordenadas en la
posicion de equilibrio (es el caso).
Aproximamos:
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y despreciamos los términos de orden cuadratico o superior en las coordenadas o velocidades
con lo que se obtiene:

16a2md+9agmi+6a2me 0
12 B

6a2mid+4a’>m@+3agme 0
12 B



4.- A partir de las ecuaciones linealizadas usando los coeficientes de las coordenadas se obtiene

3agm 0
K = 4 agm
( 0 gT)

v a partir de los coeficientes de las aceleraciones generalizadas se obtiene la matriz de masas:

4a°m  a®m
— 3 2

M = a®*m a’m
2 3

Las frecuencias propias se obtienen resolviendo el problema de autovalores

la matriz de rigidez:

K —w’M| =0
resultando como frecuencias propias:

V21— 6V7/2 V6VT+21,/2
Vi V14




