(GRADO EN INGENIERfA Ci1viL Y TERRITORIAL
Mecanica

EXAMEN FINAL EXTRAORDINARIO (6 de julio de 2015)

Apellidos Nombre N° mat. Grupo
FEjercicio 2° (Puntuacién: 10/30) Tiempo: 60 min.
Sea un disco pesado de radio R y de masa y=zx2=0

m. El disco esta soldado perpendicularmen-
te en su centro al punto medio de una varilla
sin masa y con longitud 2R. Este sistema se
mueve con el movimiento mas general po-
sible tal que su vértice A se desplaza sin
rozamiento en una circunferencia de radio
R, contenida en el plano Ozy y centrada en
O, y su vértice B se desplaza sin rozamiento
en la recta {y = z;x = 0} (ver figura).
Para el sistema asi descrito se pide:

1. Grados de libertad del problema y velocidad angular del sistema.

2. Razonar la existencia de integrales primeras y en el caso de que existan
obtener su expresion en funcion de los grados de libertad y de sus derivadas.

3. Ecuaciones cardinales de la dinamica.
4. Reacciones en los extremos de la varilla A y B.

*.

1.— El sistema tiene dos grados de libertad (una vez definido el punto A con un
parametro, el punto B ya tiene una posicion dada y solo queda definir la rotacién
propia). Utilizaremos los angulos de Euler para definir la posiciéon del sistema
sabiendo que la precesién ¢ y la nutacion 6 estan relacionadas entre si segun la
siguiente expresion (ver Fig. [1)):

OA" = Rcosa = RV1 —sen?a = Ry/1 — 4 cos? fsen? v
OB' = 2Rsenf = Ry\/1 — 4 cos? O sen2 1) + 2R cos 0 cos 1)

oo

= sen 26 cos ¢ (1)
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Figura 1: Descripcion del sistema.

Definiremos la velocidad angular en el triedo intermedio {G};4%, j, k} siendo ¢
horizontal, k tiene la direccion AB y 7 = k A ¢ la direcciéon de méaxima pendiente
del disco (ver Fig. [1)):

Q=YK +0i+ pk = 0i — 1 cos 0 + (Ysenf + o) k (2)
—————

donde hemos usado K = — cos 63 + sen 0k. o
Para obtener la relacion de las velocidades angulares v y 6 derivamos respecto
al tiempo la expresion (1f) y resulta:

0 = % tan 260 tan 1. (3)

2.— El sistema tiene simetria de revolucién y todas las fuerzas actuantes (reac-
ciones en A y B y el peso) cortan al eje de simetria por lo que se conserva la
proyeccion del momento cinético en GG sobre la direccion k.

Hg~k:(IGQ)-k:%(&sen@%—@)}?m:cte (4)

siendo las componentes del tensor de inercia Ig:

) 100
mﬂzsz2o 1 0. (5)
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Asi mismo todas las fuerzas que trabajan (el peso) son conservativas y no hay
ningtin movimiento impuesto por lo que se conserva la energia mecdnica.

E=T+V =cte (6)
La energfa potencial se expresa como:
V =mg(rac- K)=mgRsenb. (7)

Para obtener la energia cinética utilizamos el teorema de Konig:
1 1
T = 5mvé+§QIgﬂ (8)

La velocidad del punto G se obtiene a partir de la velocidad del punto B (campo
de velocidades de un sélido rigido):

Vo =v5+QArgg = <2Récosﬁsenw + R&(:OSG) )
+ <le (8 sen” 6 — 1)R9) 4 + 2 cos 0(cos 1 cos 6 + sen 0) ROk (9)

donde hemos usado la relacion (1)), 7 = — Rk y que la velocidad del punto B es:
OB — 2v2Rsenfs — wg = 2v/2RA cosfs, (10)
Vi 2

siendo s = TJ + —K y J = senyt + cossenfj + cos cos Ok.

Finalmente la energla cinética vale:

T =mR* <92 (%—FQCOSQ 0> + 48 (2senw0082 (9)
5\ 1 . 1,
+ ¢ ——sen 9—1—8 +§gp¢sen0+1<p : (11)

3.— Las ecuaciones cardinales de la dindmica son:

dH
Z Ft = macg; MG = dtG (12)

La aceleracion a¢ la calculamos a partir de la aceleracion apg:
ag ZGB+Q/\TBG+Q/\(Q/\TBg)
(—292 sentsen  + 20 sen 1 — 2¢)0 sen 6 + 1) cos 9) Ri+

1. ) ) 62 sen 0
—p?sen20 + 6?sen20 +60 (1 —2cosf + 5 _ 30sen + | R+
2 4 cos 4 cosd

(&2 cos? 0 — 262 sen” 0 + 62 sen 0 + 192 + 36 ) Rk (13)
4 4 senf



siendo:

aB:—Z\/gR(QQSeHH—éCOSH>s (14)
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Q =5 . +Qpjey NQ = <—<p@/) cos 6 + 9> i
—|—<¢9‘sen8—gb9—zﬂcos¢9>j+<¢(9‘cos€+1l}sen9+gb>k (15)
Q{z’,j,k,} ZILK + 9’[, (16)

Las fuerzas actuantes son:
= El peso: P = —mgK
» La reaccién en A: Ry = Rin + REK

» La reaccién en B: Rp = Rjv + RLI

V2 V2

donde I = cosyt—sensenfj—cosbsenk, v = —7J+7K yn =senal +
cos aJ . La resultante de las fuerzas exteriores al sistema es:
Y F*' = -mgK + Rin + R K + Rjv + RpI (17)

El momento cinético vale:
1 . 1 . 1 /.
Ho =169 = ; Rmii — 7 Fmi) cos 0 + 5 (¢ sen 6 + <p> R*mk  (18)
y su derivada temporal vale:
dHgz OHg
dt ot

+ Q{i,j,k,} AN Hg
{3,3,k,}

1, 1. 1. .
—( 8¢ sen 20 2(,01/)0059+49)mR -+

1 . 1. 1.. 1. 1
——pf — —tpcosf | mR2j + | =pfcosf + —1hsend + —¢ | mR*k (19)
4 4 2 2 2
Finalmente el momento de las fuerzas en G vale:
MG =TGA VAN RA + rap A RB

( — Rprsenvysent — Rk cos 0+

1
3 <4 R4, costpsen? 6 + \/§RBU cos 6 + <\/§RBU cosy — 4 RAn> sen 9) + 2R 4, sen 29> Ri+

1
(RBI cos) — 5 <4 R sentsenf + V2R p, sen w>)Rj (20)



4.— Las reacciones en A y en B se obtienen resolviendo el sistema de ecuaciones
de la expresién (12)) en la que debemos substituir los valores de las ecuaciones ([13]),
(17), (19) y (20). Tenemos seis ecuaciones de las que podremos obtener el valor de

hom : n pK puv pl :
las cuatro incdgnitas de las reacciones { R, R, R%, R} v las dos ecuaciones del
movimiento.



