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Mecanica  EXAMEN FINAL (6 de junio de 2016)
Apellidos Nombre N.° Grupo

FEjercicio 1.b (puntuacion: 5/30) Tiempo: 30 min.

Responder dentro del espacio provisto en la hoja.

Se considera un cono de revoluciéon macizo cuyo vértice O esta fijo, con el movimiento
més general posible, sometido a su propio peso. Indicar el nimero de grados de libertad del
movimiento y las coordenadas adecuadas para definirlo. Ezpresar y justificar tres integrales
primeras (conservacion de magnitudes cinéticas) en funcién de dichas coordenadas y de los
momentos principales de inercia. (no hara falta obtener el valor de estos momentos.)

Se incluyen a continuacion las pdginas del libro de texto donde se contiene la
respuesta a estas cuestiones

1211exam.tex
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Por tltimo, a partir de este ultimo resultado y las ecuaciones (9.17) y (9.23),
. A-C
LR

Por tanto, en el caso en que el sélido sea de revolucion, en el movimiento por

r(cte).

inercia el eje del cuerpo k describe un cono circular alrededor de la direc-
cion invariante (nutacion 6 constante). El movimiento de precesion de dicho
eje k alrededor de la direcciéon invariante K tiene velocidad w constante, y
adicionalmente una velocidad de rotaciéon propia ¢ alrededor de k asimismo
constante. El cono del cuerpo es de revolucién, con semiangulo cénico dado
por oo = arctg (% tg 0). El cono fijo es también de revolucién, con semiangulo
f =60+ a (dos casos posibles).

9.3. La peonza simétrica

9.3.1. Ecuaciones del movimiento de una peonza

8

)

Consideramos ahora un caso algo mas completo, el de un sélido simétrico
sometido a su propio peso (en un campo gravitacional constante) y con un pun-
to de su eje de simetria fijo. Supondremos ademas que tiene una velocidad de
rotacion propia alrededor de su eje suficientemente elevada. Este caso corres-
ponde a la peonza de los juegos infantiles (figura 9.9), pero también sirve para
explicar el comportamiento de los giréscopos empleados en la navegacion iner-
cial de naves y el control de la orientaciéon de sofisticados instrumentos como
los telescopios espaciales. Como veremos, el movimiento de la peonza introduce
algunas interesantes paradojas debidas al denominado efecto giroscopico.

Figura 9.9: Peonza simétrica sometida a su
propio peso, con rotacion propia elevada alre-
dedor de su eje.

El movimiento lo describiremos en los ejes locales del cuerpo, tomando k
segun el eje de revolucion (figura 9.10), por lo que el tensor de inercia es:

A0 0
Io]=[0 4 0
00 C

8con tensor de inercia cilindrico, como es el caso de un cuerpo de revoluciéon
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Figura 9.10: Orientacion de
los ejes considerados para el
movimiento de una peonza Si-
métrica sometida a su propio
peso alrededor de un punto fi-
jo O de su eje.

Emplearemos el método de Lagrange para obtener las ecuaciones del movi-
miento. La energia cinética vale:

1 1 1
T=-Q-Iop-Q=-Ap*+¢)+=Cr?
2 2 2
y desarrollando la expresion en funcion de los dngulos de Euler (7.54):
Loz 2 2 Lo 2
T = §A(9 + " sen”0) + §C(g0—|—¢c039) :

A su vez, el potencial es
V = Mgdcos6

donde se ha llamado d = OG, distancia entre el punto fijo y el centro de masas.
La Lagrangiana resulta entonces:

| . 1 )
L= §A(02 + 1p? sen? 6) + §C(gb +1pcosf)? — Mgdcosf. (9.29)

Se observa que L no depende explicitamente de ¢ (OL/0¢¥ = 0) ni de ¢
(0L/0¢ = 0); por lo tanto ambas coordenadas son ciclicas, y podemos escribir
las correspondientes integrales primeras como ecuaciones del movimiento:

py = Ahsen® 0 + Cypcos® 0 + Cpcos = H (cte) (9.30)
Py = C(¢ + 1 cosh) = Cr (cte) (9.31)
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La integral primera (9.30) corresponde a la constancia del momento cinético
segun el eje vertical K:

Ho K = (Api+ Aqj +Crk) - (senflsenpi+senfcospj+ cosb k)
— Aypsen® 6 + Crcosf
= A&sen20+0¢60829+0¢0080 =H. [

Esta magnitud H se conserva puesto que el momento de las fuerzas en esta
direccion fija es nulo:

My =Moo -K =|dk A (—MgK)]- K =0. (9.32)

La segunda integral primera (9.31) expresa la constancia de r, componente de
la velocidad de rotacion €2 segtn el eje k del cuerpo; de forma equivalente,
se puede considerar que establece la conservacion del momento cinético segin
este eje:

Hop k= (Api+ Aqj+Crk) - k=Cr. (9.33)

La conservaciéon de esta magnitud no es tan obvia como en el caso anterior, al
ser k una direccion movil. Para justificarla derivamos directamente (9.33),

d d dk
—(Hn - k)= —H,) - H, —
aiHo k) (dt O) k+Ho- g,

~ MoR L Ho - (@A K) = (A—BTpg,

siendo este término nulo gracias a que el solido es de revolucion (A = B).

Al no existir fuerzas disipativas, otra integral primera es la constancia de
la energia, T'+V = E.

En resumen el movimiento de la peonza simétrica con un punto fijo viene
determinado por las tres integrales primeras siguientes:

H = Aypsen? 0 + Crcos (cte) (9.34)

r=¢+1cosh (cte) (9.35)
1 . . 1

E = EA(H2 + ¢ sen” ) + 507'2 + Mgdcos 6 (cte) (9.36)

A continuaciéon estudiamos la solucion de estas ecuaciones, lo que se desa-
rrollard de manera cualitativa. En primer lugar despejamos ¢ de (9.34),

¢ B H — Crcosf
~ Asen26

(9.37)



