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Un bloque de masa M desliza sobre un plano liso
y se encuentra unido a un muelle de rigidez k. Sobre
dicho bloque actiia una fuerza horizontal constante F'.
Sobre la superficie superior del bloque rueda sin des-
lizar un disco homogéneo de radio R y masa m que a
su vez se encuentra unido a un muelle de rigidez k tal

y como se aprecia en la figura.
Se pide:
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1. Determinar el nimero de grados de libertad del

sistema.

2. Calcular las ecuaciones diferenciales del movi-

miento.

3. Discutir la existencia de integrales primeras vy,

en caso de existir, expresarlas.

1. EI sistema tiene dos grados de libertad.
Podemos escoger como coordenadas generaliza-
das la posicién horizontal del bloque = y la del
disco relativa al bloque s segin la figura de la
derecha. La rotacién 6 del disco (en sentido con-
trario a las agujas del reloj) viene dada por la
condicion de rodadura sin deslizamiento. Esto
es, la velocidad del punto de contacto del blo-
que 2 debe igualar a la correspondiente al disco
(i — $) + R, llegéndose a

0=3/R. (1)

2. Calcularemos las ecuaciones diferencia-
les del movimiento a partir de los principios de
Newton-Euler y también obteniendo las ecuacio-
nes de Lagrange:

a) En la figura inferior se muestran las fuer-
zas horizontales que actian en el bloque y en el
disco. También actian los pesos y las reacciones
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verticales en los contactos, pero no intervienen en las ecuaciones que vamos a plantear. Los
dos sélidos se han separado a efectos de visualizacion para representar claramente la pareja de
fuerzas iguales y de sentido contrario asociada al contacto rugoso.

Segtn el principio de la cantidad de movimiento horizontal del bloque podemos escribir

—kx —H —ks+ F = Mzi. (2)
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Aplicando el mismo principio al disco tenemos
H+ ks =m(Z — §). (3)

Ademas, la ecuacién de balance del momento cinético del disco respecto a su centro de masa
es HR = Ic0, siendo I = mR?/2 la inercia polar del disco y 6 = §/R segin (?7). Por tanto
resulta )

H= §ms (4)

Sustituyendo esta expresion de H en (??) y (??) obtenemos dos ecuaciones diferenciales
que determinan la evolucién del sistema:

1
—kxr —=-mS—ks+F =Mz, vy
. (5)

§m§ + ks = m(z — ).

b) Alternativamente podemos obtener las ecuaciones de Lagrange. La energia cinética del
sistema es

1 1 1.
T = §M§cz +5mlE - $)? + 51092, (6)
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siendo Ic = mR?/2 la inercia polar del disco y 6 = s /R su velocidad de rotacién segin ya
hemos visto.

Todas las fuerzas activas derivan de un potencial. Un potencial de la fuerza constante F' es
— foz Fdx = —Fz. Incorporando la energia de los muelles obtenemos el potencial total

1 1
V= éer2 + 5]{:32 — Fuz. (7)
Por tanto podemos escribir la Lagrangiana como
1 .9 3 ) . . 1 2 1 2
L:T—V:§(M+m)x +st —mxs—ik’x —§k3 + Fx. (8)
Finalmente, las ecuaciones de Lagrange resultan:
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Es fécil comprobar que este sistema de ecuaciones es equivalente al obtenido en (?77).

3. Todas las fuerzas activas derivan de un potencial, por lo que el sistema es conservativo
manteniéndose la energia mecanica total

1 3 1 1
E=T+V = §(M+m)gi:2+st'z—qmbs'+§/m2+5k52 — Fa. (10)



