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Un eje montado ferroviario esta forma-
do por dos ruedas unidas rigida y solidaria-
mente por un eje. Se admite que las ruedas,
de masa m cada una, pueden considerarse
como sendos discos planos de radio R. Asi-
mismo el eje tiene longitud 3R y su masa
puede despreciarse frente a las ruedas. El
solido asi formado rueda y desliza de forma
que la velocidad de rotacion sobre su eje de
revolucién es w,, y simultdneamente tiene
una velocidad de rotacién w, alrededor del
eje vertical, pudiendo considerarse que su movimiento se efectiia sobre un plano horizontal liso,
en contacto por dos puntos C y Cs bajo cada rueda. El eje estda sometido a su propio peso y a
la reaccion del plano liso sin ninguna otra fuerza aplicada. Debido a la rotacién w, se produce
un efecto giroscopico Mp que hace que una rueda se cargue méas y la otra se descargue.

Se pide:

1. Expresar las ecuaciones de la dinamica del eje. Para ello:

a) Calcular el tensor de inercia del sélido en G.

b) Calcular el momento cinético del sélido en G.

c¢) Plantear las ecuaciones cardinales de la dindmica del sélido (balance de cantidad de
movimiento y de momento cinético).

. Calcular las reacciones sobre las ruedas en C4 5. ener el valor necesario de w, para
2. Calcular 1 bre | d C1y Cs. Obt 1 val de w,
que la descarga en la rueda menos cargada sea la décima parte de la carga estatica mg.
*

§1. Adoptamos el sistema de referencia mévil Gryz, donde x (siempre horizontal) va segin
la direcciéon de rodadura normal al eje y z es siempre vertical. Este sistema sigue al solido
salvo en su rotacion propia alrededor del eje de revolucién y, es lo que denominamos el triedro
intermedio. Estos ejes son por otra parte principales de inercia, y un sencillo calculo permite
obtener las componentes del tensor central de inercia:

5mR?> 0 0
[Ig] = 0 mR2 0 . (1)
0 0 5mR?

La utilidad de emplear este triedro intermedio es que, al ser el solido de revolucion, el tensor
de inercia se mantiene constante relativo al mismo.

La velocidad angular del sélido, expresada mediante sus componentes en este triedro, sera en
general {Q} = (w,,wy,w,), aunque inmediatamente se ve que w, = 0 ya que el eje no se levanta
del plano por ninguno de los apoyos. El momento cinético valdra entonces

Hg=1I5-Q=mRw,j+5mR*w.k. (2)

La ecuacién de balance de cantidad de movimiento (F' = 2mag) requiere primero evaluar
las fuerzas sobre el sélido, que en este caso son tunicamente su peso (—2mg, vertical) y las



reacciones del plano liso (fc,, fc,, también verticales). En consecuencia la aceleraciéon de G
segun la horizontal es nula. Segin la vertical la aceleracién también es nula, debido al apoyo
en el plano que impide el movimiento. El movimiento horizontal serd rectilineo y constante, en
funcién de las condiciones iniciales, mientras que en vertical se produce un equilibrio de fuerzas:

Gz =0y =0c.=0 = vg, = cte, vg, = cte., vg, =0 (3)
f01+f02:2mg' (4)

Para el balance del momento cinético se desarrolla la ecuacién general Mg = dHg/dt. El
momento de las fuerzas es

Mo = (fe, — o) i )

Por otra parte, teniendo en cuenta la constancia del tensor de inercia relativo al triedro inter-
medio tomado, cuya velocidad de rotacion es wys = w.k, la derivada de Hq es

dHg dQ2
=1 —, re H
dt G(dt>rel+w f/\ ¢
= mde)yj + 5mR%0.k + w,k A (mRwaj + 5mR2wzk)

= mR*&,j + 5mR*0.k — mR*wyw. i .

por lo que igualando y @ las ecuaciones de balance resultan

3
(fcz - fC1)§R = _mszywz (7)
0=mR*, = w,=.cte (8)
0=>5mR*w, = w,=_cte. (9)

82. En la ecuacion @ el término a la derecha del signo = es un momento inercial de tipo
giroscépico, que se ve equilibrado por el momento de las reacciones a la izquierda del signo =.
Entre las ecuaciones y @ se puede despejar el valor de estas reacciones,

1
fo, =mg + ngwwa
(10)

foy, =mg — ngwywz

Se comprueba por tanto que el efecto giroscopico produce que el contacto en C; resulte més
cargado mientras que Co queda mas descargado. Para que esta descarga sea el 10 % de la carga
estatica la condicién es

1 1 3 g
—mRwyw, = — = W= 1
g s = "M “* = 10 Rw, (11)



