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Un solido esta formado por un disco homogéneo de es-
pesor despreciable, masa M y radio R, soldado a una
varilla rigida sin masa de longitud 2b unida ortogonal-
mente al disco por el centro O de ambos sélidos. La
varilla se apoya por un extremo sobre un suelo liso hori-
zontal, sobre el que puede deslizar libremente. Se pide: @)

S

1. Ecuaciones diferenciales del movimiento general
del sélido, supuesto que no llegue a tocar el borde
del disco con el suelo.

2. Integrales primeras del movimiento y su interpretacion fisica.

3. Obtener la expresion del valor de la reaccion del suelo, en funcién exclusivamente de ¢
y su derivada 6.

*.

1.— El sélido esta sometido a una sola ligadura, la
permanencia del extremo de la varilla sobre el plano,
por lo que tendra en principio 5 grados de libertad.
Denominaremos (X, Y) a las coordenadas en el plano
horizontal del centro del disco O, y Z a la coordena-
da vertical de dicho centro. Las deméas coordenadas
generalizadas son los dngulos de Euler (¢,0,¢). En
funcién de estos parametros la ligadura se expresa
como

Z =bcos®. (1)

Tomaremos para desarrollar las expresiones un trie-
dro intermedio, en el que el eje Oz es el de revoluciéon
del disco, el Oz coincide con un radio horizontal, y
Oy con uno de maxima pendiente. Este triedro acom-
pana al sélido en su movimiento salvo en la rotacion
propia ¢. Las componentes de la velocidad angular en
el mismo son Q = 04 + send j + (¢ + 1 cos O)k.

El tensor de inercia es diagonal en el triedro definido,
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siendo r = (¢ + 1) cos 0). De las 5 coordenadas, 4 son ciclicas:

px =cte. = X =cte. (4)
py =cte. = Y =cte. (5)
py=cte. = H = Asen®+ Crcosh = cte. (6)
ps =cte. = r=cte. (7)

Las dos primeras ecuaciones puede considerarse que “eliminan” las variables (X,Y), que
pasan a ser constantes. La tinica coordenada no ciclica es 6, la ecuacién de Lagrange es

(A + Mb*sen? 0)0 + Mb*0% sen 6 cos 0 — Ap? senf cos§ + Cripsend — Mgbsend = 0. (8)

En esta ecuacion se puede eliminar ¢, quedando en funcién de 6 exclusivamente,

(A + Mb*sen® 0)0 + Mb*0% sen 0 cos 0

B (H — Crcosf)? 9—|—CT (H —Crcosf)
Asen3 6 cos A sen

— Mgbsenf =0. (9)
Las ecuaciones del problema son entonces (6, 7, 8), para las incognitas (¢, 0, ¢).

2.— Ya se han expresado las integrales primeras debidas a coordenadas ciclicas, ecuaciones
(4, 5, 6, 7). Las dos primeras expresan la conservacién de la cantidad de movimiento en las
dos direcciones horizontales; la tercera la conservaciéon del momento cinético segun el eje
vertical, y la cuarta la conservacion del mismo segun el eje de revolucién del disco.

Otra integral primera se debe a la conservacion de la energia,
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Esta ecuacién también se puede poner en funcién de 6 tan sélo,

1 : 1 ., (H—Crcosf)?

E' = —Mb*0*sen® 0 + ~ A9” Mgbcos 0 11

2 O A T enzg 90O (11)
Derivando esta ultima ecuacién se obtendria una de segundo orden equivalente a (9).
3.— Para calcular la reaccion del suelo basta con expresar el balance de cantidad de mo-
vimiento en direccién vertical:

N=Mg+MZ=Mg— Mb(@senb + 6 cos ). (12)

Podemos eliminar de esta ecuacién  mediante (9):

: Mbsen :
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Nota adicional.— Otra forma de proceder seria mediante las ecuaciones de Euler, em-

pleando para ello la derivada relativa al triedro intermedio:

Mo =1I,- (%) +(Q—ok)A(Ip- Q).
rel

Desarrollando las componentes,

Nbsent = A0 + Cripsend — Ay? sen 6 cos 6,
0 = At sen 0 + 240v) cos 0 — Cro;
0=Cr.

(14)



