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El dispositivo de la figura adjunta está formado por cua-
tro barras pesadas articuladas entre śı, de longitud a y
masa m cada una, de forma que están contenidas en un
mismo plano vertical. El conjunto se halla sujeto por uno
de sus vértices a un punto fijo. Asimismo, en la diagonal
entre este vértice de anclaje y el opuesto se sitúa un re-
sorte lineal de longitud natural l0 = a/2 y constante k.
El valor de k = 4mg/a es tal que el sistema está en equi-
librio estable con el eje del resorte vertical y α = 60◦. Se
pide:

α

θ

1. Desarrollar la expresión de la enerǵıa cinética del sistema, demostrando que vale T =
5

3
ma2(θ̇2 + α̇2) + ma2(θ̇2 − α̇2) cos 2α

2. Obtener las ecuaciones diferenciales de la dinámica.

3. Suponiendo que el movimiento consiste en pequeñas oscilaciones alrededor de la posi-
ción de equlibrio estable, linealizar las ecuaciones del movimiento.

4. Calcular los modos normales de vibración y las frecuencias propias.
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1.— La enerǵıa cinética la obtendremos como suma de las
distintas barras. En primer lugar, la de las barras OC y OB
es inmediata al tratarse de rotaciones con punto fijo:

TOB =
1

2

(
1

3
ma2

)
(θ̇ − α̇)2; TOC =

1

2

(
1

3
ma2

)
(θ̇ + α̇)2

Para las barras CA, BA determinamos en primer lugar las
velocidades de sus centros M, M ′:

xM = a sen(θ + α) +
a

2
sen(θ − α); yM = −a cos(θ + α)− a

2
cos(θ − α)

xM ′ = a sen(θ − α) +
a

2
sen(θ + α); yM ′ = −a cos(θ − α)− a

2
cos(θ + α)

ẋM = a(θ̇ + α̇) cos(θ + α) +
a

2
(θ̇ − α̇) cos(θ − α); ẏM = a(θ̇ + α̇) sen(θ + α) +

a

2
(θ̇ − α̇) sen(θ − α)

ẋM ′ = a(θ̇ − α̇) cos(θ − α) +
a

2
(θ̇ + α̇) cos(θ + α); ẏM ′ = a(θ̇ − α̇) sen(θ − α) +

a

2
(θ̇ + α̇) sen(θ + α)

v2
M = ẋ2

M + ẏ2
M = a2(θ̇ + α̇)2 +

(a

2

)2

(θ̇ − α̇)2 + a2(θ̇2 − α̇2) cos[(θ + α)− (θ − α)︸ ︷︷ ︸
=2α

]

v2
M ′ = ẋ2

M ′ + ẏ2
M ′ = a2(θ̇ − α̇)2 +

(a

2

)2

(θ̇ + α̇)2 + a2(θ̇2 − α̇2) cos[(θ − α)− (θ + α)︸ ︷︷ ︸
=−2α

]
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Sumando la enerǵıa cinética de rotación de cada barra obtenemos:

TCA =
1

2

(
1

3
ma2

)
(θ̇ − α̇)2 +

1

2
ma2(θ̇ + α̇)2 +

1

2
ma2(θ̇2 − α̇2) cos 2α

TBA =
1

2

(
1

3
ma2

)
(θ̇ + α̇)2 +

1

2
ma2(θ̇ − α̇)2 +

1

2
ma2(θ̇2 − α̇2) cos 2α

Finalmente, sumando para todas las barras:

T = TOB + TOC + TCA + TBA =
5

6
ma2(θ̇ + α̇)2 +

5

6
ma2(θ̇ − α̇)2 + ma2(θ̇2 − α̇2) cos 2α

=
5

3
ma2(θ̇2 + α̇2) + ma2(θ̇2 − α̇2) cos 2α,

(1)

como se queŕıa demostrar.

2.— Desarrollaremos las ecuaciones por el método de Lagrange. En primer lugar, obtene-
mos el potencial, suma del gravitatorio y del resorte:

V = 4myG +
1

2
k

(
OA− a

2

)2

= 4mga cos α cos θ + 2mga

(
2 cos α− 1

2

)2

(2)

Mediante las expresiones (1) y (2) se obtiene la Lagrangiana L = T − V , y a partir de
ésta, las ecuaciones de Lagrange:

0 =
10

3
ma2θ̈ + 2ma2θ̈ cos 2α− 4ma2θ̇α̇ sen 2α + 4mga cos α sen θ (3)

0 =
10

3
ma2α̈− 2ma2α̈ cos 2α + 2ma2 sen 2α(α̇2 + θ̇2) + 4mga sen α cos θ

− 8mga sen α

(
2 cos α− 1

2

)
(4)

3.— La posición de equilibrio estable es θ = 0, α = π/3, como se indica en el enunciado y
es fácil comprobar. Para efectuar la linealización cambiamos a la variable ϕ = α−π/3, cuyo
valor será pequeño para posiciones cercanas al equilibrio. Para sustituir en las ecuaciones de
la dinámica, tenemos en cuenta que

cos 2α = cos
2π

3
cos 2ϕ− sen

2π

3
sen 2ϕ ≈ −1

2
−
√

3ϕ;

sen 2α = sen
2π

3
cos 2ϕ + cos

2π

3
sen 2ϕ ≈

√
3

2
− ϕ;

cos α = cos
π

3
cos ϕ− sen

π

3
sen ϕ ≈ 1

2
−
√

3

2
ϕ; sen α = sen

π

3
cos ϕ + cos

π

3
sen ϕ ≈

√
3

2
+

1

2
ϕ.

Sustituyendo y linealizando resulta:

7

3
ma2θ̈ + 2mgaθ = 0 (5)

13

3
ma2ϕ̈ + 12mgaϕ = 0 (6)

4.— Las ecuaciones linealizadas (5), (6) resultan desacopladas, por lo que los modos de
vibración coinciden con las coordenadas tomadas, y las frecuencias propias se deducen in-
mediatamente de cada ecuación:

aθ = (1, 0), ωθ =
√

6/7
√

g/a; aϕ = (0, 1), ωϕ =
√

36/13
√

g/a.
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