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Una varilla de masa m y longitud a se mueve por una esfera fija y lisa de centro O y radio a
bajo la accion del campo gravitatorio simplificado, de manera que sus extremos estan en todo
momento sobre dicha esfera, sin ninguna otra restricciéon. Se pide:

1. Definir un conjunto de parametros adecuados para describir la configuracion del sistema.

2. Considerando un triedro mévil Gzyz con origen en el centro de masas de la varilla y
tal que Gy va dirigido segin OG y Gz segun la varilla, expresar la velocidad angular en
dichos ejes. En lo sucesivo se denominaran p, ¢, r las componentes de dicha velocidad
angular.

3. Expresién del momento cinético en O, en funcion de p, q y 7.
4. FEcuaciones diferenciales de Euler del movimiento de la varilla.

5. Expresion de las integrales primeras del movimiento en caso de que existan.

1.— El centro GG de la varilla se halla sobre una super-
ficie esférica de radio av/3 /2. La varilla tiene por tanto
tres grados de libertad: dos que definen la posicién de
G en esta esfera (coordenadas esféricas), y otro mas que
define la orientacién de la varilla, que puede girar alre-
dedor de OG. Denominaremos 1 al angulo de longitud
correspondiente al plano meridional OZy que contiene
a G, 0 al angulo correspondiente a la latitud de G y
¢ al dngulo que define la orientacién de la varilla en el
plano tangente a la esfera en G, medido respecto de la
direccién tangente al meridiano ¢ (ver figura adjunta).

2.— Llamaremos {%,7,k} a los versores del triedro mévil definido en el enunciado y n al
versor normal al plano meridional OZy. Este vector esta contenido en el plano tangente a la
esfera en GG, de manera que {t,n,j} es un triedro ortonormal dextrégiro. La expresién de la
velocidad angular es:

Q=9 K +0n+pj, (1)

siendo K el versor de la vertical ascendente OZ. Teniendo en cuenta las relaciones:
t=—senpi+cospk, m=cospi+senypk, (2)
K =cosfOt+senflj = —cosfsenpi—+senfj+cosfcospk, (3)

y sustituyendo en (1)), resulta la expresién pedida:

Q= (:¢cos@seng0+écosg€)i+(ip+@/}sen€)j+ (@/)cos@cosgp—l—@éenge)k (4)
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3.— El tensor central de inercia en los ejes moviles es:
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El tensor de inercia en O se obtiene a partir de I mediante la expresion:

Io=1Ig+m(0G*1 - OG ® OG) siendo: OG = aﬁj

2
resultando:
1 10 0 0
I, = Ema2 0 10 (6)
0 09
El momento cinético en O es por tanto:
1
Hy, =1, = Emaz(lopi—i-qj—l—%k:). (7)
4.— Las ecuaciones de Euler se obtienen a partir de la expresion vectorial del principio del
momento cinético en O: dH
o)
My = : 8
o= ®

Evaluamos en primer lugar el momento de las fuerzas. Teniendo en cuenta que las reacciones
en los extremos de la varilla no dan momento en O por ser normales a la esfera:

Mo = —?mga cosfn = —\?mga cosf(cospt +senpk) (9)

Expresando la derivada del momento cinético a partir de la derivada relativa al sistema movil
Gxyz, se obtiene:

dH dH 1 S . .
dtO N ( dto> +QANHp = EmaQ [(10p2 + ¢j + 97k) + (8¢ri + prj — 9pgk)]  (10)
rel

Identificando las componentes en (9) y (10) se resultan las ecuaciones de Euler:
—6\/5g cosf cosp = 10p + 8qr
a
0=q+pr
—6\/§g cos @ sen = 97 — 9pq
a

5.— Como la tnica fuerza que trabaja (el peso) es conservativa, una integral primera es la
conservaciéon de la energia:

1

1 3
= ﬁmaz(lOp2 + ¢ +9r7%) + \/T_mga sen f = cte
Por otra parte, como todas las fuerzas cortan o son paralelas al eje OZ, la componente de M
segun este eje es nula, y por tanto la proyeccién del momento cinético H o es constante:

Hy K =cte = —10p cosBsen p + gsenf + 9r cos H cos ¢ = cte. (11)



