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Responder a las siguientes cuestiones tedricas dentro del espacio provisto en la hoja para cada una. Las
respuestas habrdn de ser breves y directas, escritas con letra clara (no a lapiz). Cuando se pida obtener
un resultado, deberan justificarse debidamente los pasos partiendo de las ecuaciones, mientras que si se pide
deducir es necesario justificar todos los resultados. Se puede emplear como borrador la hoja adicional que se les

repartird, no permitiéndose tener sobre la mesa ninguna otra hoja. La hoja de borrador no deberd entregarse.

Ezpresar los teoremas generales de la dinamica referidos al balance del momento cinético y
de la energfa cinética, para un sistema formado por particulas {m;,i = 1,... N}. Justificar en
ambos teoremas si es necesario o no tener en cuenta las fuerzas interiores. Razonar respecto
de qué puntos debe tomarse momentos para el balance del momento cinético. (5 ptos.)

Sea O un punto fijo y 7; los vectores posicién de cada particula, se define el momento ciné-
tico como: Hp = Zfil r; A m;v;, la resultante de fuerzas como: F = Zfil F, = Zfil(Ff"t +
F'y =N F® y el momento de las fuerzas como: Mo = S20 7 AFy = SN vy A FE
Bajo la hipdtesis usual de fuerzas internas centrales, la resultante de éstas y de sus momen-
tos momentos se anula, ya que para cada pareja de fuerzas centrales el momento es nulo. El
principio (teorema) del momento cinético expresa:

d
Mo, =—Ho,. 1
O @O (1)

Si se toman momentos respecto de otro punto ), definiendo r; = r; — rq, resulta Hy =
YT AmMv; =Y T Amiv, —rg A Y, miv; = Ho —rg A Mvg; derivando esta expresion,
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donde hemos utilizado que Mag = F y que Mg = Mo — rg A F. Vemos pues que para
obtener una igualdad similar a (1) debe anularse el segundo término (—vg A Mwvg), lo cual
se cumple si () es un punto fijo (vg = 0) o bien si coincide con el centro de masa (vg = vg).
Por tanto, la regla general es que para aplicar la expresién del teorema del momento cinético
(1) sélo se pueden tomar momentos respecto de un punto fijo o respecto del centro de masas.

Por otra parte, se define energia cinética conjunta: T = Zfil %mivf, y el trabajo elemental
de las fuerzas: W = SN (F& 4 F™).dr; = §W W, El teorema de la energfa cinética

expresa:

(AT = 6W = W™ 4+ g™ | 2)

Al contrario que para el momento cinético, en un caso general de un sistema deformable el
término W™ no se anula. Como ejemplo basta pensar en un resorte, cuyas fuerzas internas a
pesar de ser centrales y alineadas (con resultante y momento nulos por tanto) desarrollan un
trabajo al estirarse.
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Sea un cable inextensible y perfectamente flexible, homogéneo, sometido a su propio peso.
Ezpresar la ecuacién (diferencial) del equilibrio. Obtener, justificando todos los pasos, la curva
que forma el cable en equilibrio, a partir de la ecuaciéon anterior. Aplicacion: cable de peso
propio 0,1 kN/m, anclado en dos puntos a la misma altura distantes 100 m, sabiéndose que la
reaccién horizontal en los anclajes vale 10kN. Calcular la flecha méxima del cable. (5 ptos.)

S_ea> un elemento infinitesimal de cable dr =
PQ, de longitud ds = |dr|, sometido a su T +dT
propio peso gds. Las fuerzas internas del hilo

resultan en una tensién —T en la cara dorsal _T
en Py T + dT en la cara frontal en Q).

ds

Estableciendo equlibrio de momentos y fuerzas y despreciando infinitésimos de orden superior:

T Adr = 0; dT 4+ qds =0. (3)

La primera de las anteriores se traduce en que la tensién es necesariamente tangente al cable, y
la segunda puede considerarse propiamente como ecuacion (vectorial) de equilibrio del mismo.

Si el cable es homogéneo y sometido a su propio peso, valdra q = —qk, siendo k el
versor vertical ascendente. Una primera consecuencia de (3) en este caso es que la curva de
equilibrio estard en un plano vertical, que tomaremos definido por coordenadas x (horizontal)
y z (vertical). La expresién en componentes de la tensién, en funcién del vector unitario
tangente, es T =Tt = T (94 + k) . Desarrollando las componentes de (3)s:

d dx d dz

De (4); se deduce que la tensién horizontal es constante: T4 = T, = T, (cte.). Teniendo

esto en cuenta, podemos poner T, = T% = Tog—;% = ng—;, y desarrollando (4)s:

d dz d /dz\ dzx d?z 1
— (=) =T— (=)= =T = q.
ds( de> *dzx (d:r) ds a2 i+ (dzjdn)?

/
def def . . o 1 dz
Llamando a = Ty/q, 2/ = dz/dx la ecuacién anterior la podemos escribir como a =
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1, y mediante el cambio 2z’ = senh u se integra facilmente:
!/ / T
aargsenhz' =x = 2 =senh—.
a

(al tomarse la constante de integracion nula esto equivale a que 2’ = 0 para x = 0.) Integrando
de nuevo la ecuacién anterior resulta

2 = acosh = (catenaria).
a

Aqui nuevamente se ha tomado constante de integracion nula, que obliga a z = a para x = 0.
Por tanto, el origen de coordenadas xz se sitila en un punto una distancia a por debajo del
vértice de la catenaria (2’ = 0).

Aplicacion: a = Ty/q = 10/0,1 = 100m. La flecha maxima se producird en el medio
(x = 100/2 = 50m), y se puede obtener como la diferencia de ordenadas entre un extremo y
el vértice:

50
f 00 cos 100 00 , 76 m



