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Un solido esta constituido por una placa en forma
de triangulo equilatero homogéneo ABC' de lado 2a
y masa m unida a un aro sin masa de radio a. El
plano de la placa y el aro son perpendiculares y el
lado AB es un didmetro de éste, formando un tnico
solido rigido.

El sélido asi definido se coloca con el vértice C' obliga-
do a permanecer en el origen de coordenadas O me-
diante una articulacién esférica. Asimismo el aro esta
obligado a rodar sin deslizar por el plano horizontal
Ox1y,, existiendo fuerzas de ligadura solamente se-
gun la tangente al aro y segun la normal al plano,
pero no segun la recta que une el punto de contac-
to con O. En la posicion inicial el diametro AB esta
horizontal y el sélido en reposo. En este estado se le
aplica una percusion vertical descendente de valor P
en el punto A.

Se pide

ZlA

Tiempo: 60 min.

1. Tensor de inercia del sélido empleando para las coordenadas el triedro Oxyz ligado al

solido.

2. Obtener la velocidad angular del solido y su energia cinética después de la percusion.

3. Percusion reactiva que aparece en el contacto entre el aro y el plano Ox;y;.

*.

1.— En la figura adjunta se muestra el plano del triangulo
OAB en verdadera magnitud, con indicacion de los ejes del
triedro Oxyz. Partiendo del dato (facilmente deducible) de
que el momento de inercia de un triangulo de altura h respec-
to de un eje que pasa por un lado del mismo es I = (1/6)Mh?,
se obtiene (Ip)., = 2(1/6)(m/2)a* = (1/6)ma?, asi como
(I0)2e = (1/2)m(av/3)? = (3/2)ma®. Por tltimo, segin el
eje perpendicular a la placa y el momento de inercia es suma
de los otros dos, es decir:

ngLQ 0 0
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Io] = 0 gma2 0
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0 0 ngLQ
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2.— Puesto que el aro rueda sin deslizar y el punto C es fijo, el movimiento es el de un cono
de semiangulo 30°, es decir una rotacion instantanea alrededor de la generatriz de contacto,
eje Oy;. Para resolver la velocidad angular lo més sencillo es tomar momentos respecto de
este eje. Las impulsiones reactivas no influyen pues pasan por el eje, sélo la impulsion activa
P da momentos respecto del mismo:

(MO)zn =(Mo)-j, = [(ai1+§aj1+\/7§ak1> AN(=Pki)| -3,

2

3

Por otra parte, la componente del momento cinético es

. . . . . . 13
(HO)yl = Jl'(IO'le) = [-71 ) (IO '-71)] Q= (IO)ylle; ([O>y1y1 = Jl'(IO'-71> = ﬁmGQ'

[gualando ambas expresiones resulta

g_24r
13 ma

La energia cinética vale por tanto

1 12 P?
T= 5( 0)yin ¥’ = B (2)
3.— En el punto de contacto del aro con el plano, que llamaremos D, se producen per-

cusiones reactivas (H 2, + V k1). El momento de las percusiones (activas y reactivas) es
3 . . .
Mo=rosANP+ropN(V+H)= —§Pa7,1 + Paj, —2Hak, +2Vati,. (3)
Por otra parte, el momento cinético es

1. V3 o (5. V3

Teniendo en cuenta las relaciones entre los vectores de ambos triedros, 3 = %jl — %gkl,

k= ‘/7§ 41+ 3k1, podemos transformar la expresion ({)):

13.  3V3
HO = ma2 (ﬂjl — Tk1> Q. (5)

Igualando componentes entre las expresiones y y usando se obtienen las reacciones

buscadas:
3 93
v 4P’ 26

P. (6)




Las reacciones en O, Rp = (R,,, Ry,, R.,, ) se obtienen mediante el balance de la resultante
de las impulsiones:

V3
Rx1+H:va:in = Rm:—\/_P'

V3 26
R, =0;

R,+V-P=0 = |R,=-P.

*

Aunque el enunciado no lo pide, es interesante estudiar el movimiento después del choque,
cuya cinematica sera una rodadura del sélido sobre el plano como si fuera un cono. La energia
cinética se conserva, puesto que no hay fuerzas disipativas y el potencial es constante, pero
la velocidad angular varfa a lo largo del movimiento, no sélo en direccién (siempre segin la
generatriz de contacto) sino también en médulo.

En un instante genérico en que la rotacion propia del cono sea ¢, el triedro del cuerpo
habra girado un angulo igual alrededor del eje Oz. El versor que define la generatriz de
contacto es 3

3

1
u = Tkz—ir §(sengoi—|—cosgoj).

Por tanto, el momento de inercia respecto de este eje es

Ih=u-(Ip-u)
3 sen ¢
—ma? 0 0 9
COS 2
= <sen oSy @) 0 §ma2 0 5 = %(9 sen” p+10 cos® p+3).
2 2 2 3 1 73 24
0 0 —ma? -
2
Puesto que la energia cinética se conserva, empleando :
ma’ (9sen? g + 10cos? 4 3)02 — 12 P (7)
- n —_—
g Osen o cos” ¢ 3m

De esta ecuacion podemos obtener §2 en funcion de la rotacién propia . Por otra parte, por
consideraciones cinematicas elementales, podemos interpretar la rotacion del solido como
compuesta de una precesion ¢ alrededor del eje fijo Oz; y una rotacién propia ¢ alrededor
del eje del cono Oz. La condicién de rodadura sin deslizamiento obliga a ¢ = —2, por lo
que Q2 = (pk+1 k)2 = ¢* + (—p/2)2 +2p(—¢/2)(1/2) = 32, Por tanto, sustituyendo en
(7) obtenemos una expresién en funcién de ¢ sélo:

2 2
ma 12 P
——(9sen? ¢ + 10cos® p + 3)p? = —=—.
or ¢ @ P3P =5

Esta expresion reduce el movimiento a una cuadratura, que integrada, proporcionaria la

posicién y velocidad en cada instante.



