ESCUELA TECNICA SUPERIOR DE INGENIEROS DE CAMINOS, CANALES Y PUERTOS (MADRID)

Mecanica
EXAMEN PARCIAL Y FINAL EXTRAORDINARIO (21 de enero de 2003)
Apellidos Nombre N.° Grupo
FEjercicio 1.° (puntuacién: 5/25-parcial, 5/45-final) Tiempo: 30 min.

Responder a la siguiente cuestién teérico-practica dentro del espacio provisto en la hoja. Las respuestas
habran de ser breves y directas, escritas a tinta y con letra clara. Se puede emplear como borrador la hoja
adicional que se les ha repartido, que no deberd entregarse. No se permitira tener sobre la mesa ninguna otra

hoja, ni libros ni apuntes de ningun tipo, ni calculadoras.

Se considera un sistema aislado con dos masas mg y mq, que interactian mutuamente con una
fuerza atractiva de valor f(r), siendo r la distancia entre ambas. Responder a las siguientes
cuestiones de forma razonada:

1. Reducir el problema para expresar el movimiento relativo de una masa respecto de la otra
mediante una tnica ecuacién diferencial (vectorial).

2. Describir las caracteristicas principales del movimiento relativo, senalando especialmente
las constantes cinéticas del mismo.

3. Suponiendo f(r) = kr~°/2, obtener la ecuacién dindmica del movimiento relativo (diferen-
cial de segundo orden) segun la direccién de r, expresada en funcién de r y sus derivadas
tan sélo. Mediante esta ecuacion estudiar la posibilidad de una érbita circular.

1.— Empezamos por observar que seria un grave error plantear
sin més la segunda ley de Newton para el movimiento relativo respecto a my
una de las masas, ya que no es una referencia inercial. Consideramos los fi
vectores posicion respecto a una referencia inercial ry, ry, y el relativo
r = ro— 1. Ambas masas se atraen entre entre si por fuerzas centrales
y opuestas, cuya expresion vectorial es f,, = — f(r)u, (fuerza sobre m,
ejercida por my, siendo u, = r/r el vector unitario en direccién de 7)
vy for = —Fio respectivamente. Escribiendo las ecuaciones dinamicas
de cada masa, en la referencia inercial:

.. 1
o=
"1 Tf1L1f10 , y restando: 7 — 7y = (mil + mio) Fio
ry = m—0f01
es decir Uit = — (). siendo g def _MoMM1 (masa reducida) (1)
s mo + my |

Esta ecuacion deja el problema del movimiento de los dos cuerpos reducido al movimiento
relativo de un cuerpo respecto del otro, que puede considerarse como si fuera en una referencia
inercial sin mas que emplear la masa reducida .
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2.— El movimiento definido por se produce bajo fuerzas centrales, por lo que al ser
nulo el momento de las fuerzas respecto del centro atractor (que llamaremos a partir de ahora
0), el momento cinético Hp = r A ur se conserva. Esto tiene dos consecuencias béasicas:

(2)

direcciéon de H constante = trayectoria plana (r normal a direccién fija)
médulo H = |Hp| constante = H = ur?6 (cte.),

donde se han empleado las coordenadas polares (r,6). La ecuacién ([2), tiene el significado
geométrico de la constancia de la velocidad con la que m; barre las dreas (velocidad areolar).
La constante C' = H/u se denomina constante de las dreas.

Por otra parte, podemos obtener un potencial para la fuerza — f(r):

Vi) =~ [ s = [ ryan

bastando para ello que f(r) sea integrable, lo que se cumplird para una clase muy general de
funciones, siempre que sea continua por ejemplo. En este caso la energia se conserva también:

B— %M(ﬁ 20+ V() (cte.). (3)

3.— Teniendo en cuenta la expresion de la aceleracién radial en polares, la ecuacion de la
dindmica en esta direccion es

1 (r — r92> = —f(r) = —kr /% (4)
empleando 2 podemos eliminar 6=C /r%, resultando:
p (i —Cr%) = —kr /2, (5)
que es la ecuacién pedida. Se obtendra una érbita circular cuando # = 0, por lo cual

02
P12 — H '

pC?r=3 = kr=°? = -

Por otra parte, en el movimiento circular §# = w (cte.) y la constante de las dreas vale C' = r?w,
con lo cual el radio de la circunferencia seria

4,2 2/7
RV L (i) |
k Jw?




