ESCUELA TECNICA SUPERIOR DE INGENIEROS DE CAMINOS, CANALES Y PUERTOS (MADRID)

Mecanica
EXAMEN 4.° PARCIAL (8 de septiembre de 2003)

Apellidos Nombre : Qrupo

FEjercicio 2.° (puntuacién: 10/25) po: 60 min.
Una torre de gran altura manifiesta cierta flexibilidad frente

a las acciones del viento, pudiendo considerarse equivalente k

a una masa puntual M con un resorte horizontal de rigidez (0 M

K. Para reducir las oscilaciones se instala en el nivel superior
de la torre un oscilador armoénico horizontal de masa m =
eM vy rigidez k = eK. Se pide:

1. Ecuaciones diferenciales del movimiento del sistema,
suponiendo pequenas oscilaciones, asi como las matri-
ces de masa y rigidez.

das en funcién de w2 = K/M = k/m
valor € = 1/10.

bsen Q2t. Obtener la soluciéon para lal
el régimen permanente (suponiendo
rizar para el caso concreto () =
con y sin el oscilador armonico i

o amortiguamiento inevitable). Particula-
tir la diferencia entre la respuesta de la torre

*
1.— Emplearemos como coor elongaciones de cada uno de los resortes respecto de
su posicion natural: x para el reso e y para el k. Las ecuaciones pueden obtenerse a partir
de la Lagrangiana o directa nte la segunda ley de Newton. Suponiendo vibraciones
libres (sin fuerzas externas resultan:

En el caso de co

T+m(@+9)+ Kz =0;
mi +my+ky =0 .
nsi rza del viento serian
Mi +m(i+ ) + Kz = f(t);
mi+my+ky=0.
Las ecu‘c en escribir en forma matricial, definiendo las matrices de masa y rigidez:

M{a} + [K[{a} = {f}; (1)

Qv M;m n)w= (G )
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2.— Sustituyendo K = Mw?, k = mw?, m = eM las matrices de masa y rigidez rv
= (U7 = () )) ( )

Las frecuencias propias (autovalores) se obtienen como raices de la ecua,mon\

det([K] — w*[M]) = M? [ew" — (2 + €)ewjw® + ewp]
= W =uw] [(1+6/2):|: (1+€/2)2
sustituyendo el valor numérico € = 0,1 resulta

wi = 1,3702w5, w; = 0,72984wg; o bien w; =1 1705w 543wy .

ropiasifw/wp)?, mostrandose
marcan € = 0,1, 0,2.

En la figura siguiente se muestra el valor de las frecuenci

que se apartan tanto mas de wy cuanto mayor es €. Las lineasf¥ertical
2_

151 T

(w/wo)zl_:/

0 0.1 ' 0.3 0.4 0.5

3.— El modo normal de vibracién {a}, asé€iado a cada frecuencia wy, se obtiene mediante
K] — wp[M]){a} = {0}:

ecuencias propias anteriores,

_J0 _Jann | _ 1
} - {0} = lah= {au} B {—3,7016}
an | JO ~fan\ 1
27015 ) {agz} B {0} = k= {azz} - {2,7016}
Como se sabe, los mod i6 /

multiplicativa, por e;puede asignar un valor arbitrario a una componente no nula. Por
ello se ha consideg@ido gn ambos casos la primera componente unidad. Las coordenadas normales
(u1(t), us(t)) som la; udes, variables en el tiempo, de los modos de vibracién, por lo que

{;gz;g — G o {0 ) {0 = (Lt 20m) {Z;Eii(}s)

La matri iona ambas coordenadas es la traspuesta de la denominada matriz modal:

T_ (G G2\ _ 1 1
[A] - <CL12 CL22> N (—3,7016 2,7016)

particularizando para cada una de

» [ —0,5072
Muwo (—0,13702

Meog? ( 0,19715

—0,072986



4.— Cambiando a coordenadas normales en mediante la relacion , y premu
por la matriz modal [A]

[A]M][A]" {ii} + [A][K][A]" {u} = [A]{f};
considerando la ortogonalidad de los modos de vibracién, resulta
T M, 0 1,7299M
A= (00 = (0 e \

[A][K][A]T = (Méw% Mgwg) _ <1 3702M, w2

[AJ{f} = { }bseth

por lo que se obtienen dos ecuaciones desacopladas ( z

0472984

i1 + w%ul —b sen ()t;
iy + wiuy = —bsenw
M
La solucién en régimen permanente de estas ecuacion
b/ M, b b
uy (t) = 2 sen )t =1 5617M 2, us(t 2 S Qt —1,5617ng
Como se comprueba, para la frecuencia de exmta(:lon bos modos tienen oscilaciones exac-
tamente opuestas. De esta forma, la amplitud z(t) del movimiento de la torre sera
b
=1-1,5617 5617 =0,
() v
lo que se denomina antiresonancia, al anulamsse etamente el movimiento. Para el otro grado
de libertad, la amplitud del oscilador a ylt), resulta
b b b
= —3,7016 - 1,5617—— (—=1,5617)—— = —10— = —— .
y(t) = Mu? (=1, ) Mw? Muw? k

Observamos pues que el sistema funmona como si la carga bsen (2t se transmitiese integramente,
de forma estatica, al oscilador a

En la siguiente figura se muestr plitud de oscilacion de la torre, normalizada dividiendo
por la amplitud estatica b/Lgmcom@yfuncion de § = Q/wy, para tres valores distintos € =

0, 0,1, 0,2. '




