ESCUELA TECNICA SUPERIOR DE INGENIEROS DE CAMINOS, CANALES Y PUERTOS (MADRID)

Mecanica
2. EXAMEN PARCIAL (20 de enero de 2004)
Apellidos Nombre N.° TUpPoO

FEjercicio 2.° (puntuacion: 10/30) No: 60 min.

Un aro de masa M y radio R, rueda sin deslizar sobre una recta
horizontal, manteniéndose constantemente en un plano vertical. Sobre
¢l desliza sin rozamiento una varilla homogénea de masa m y longitud
R, manteniendo sus extremos sobre el aro con una ligadura bilatera
que no estorba para la rodadura. Se pide:

1. Calcular las reacciones de la recta sobre el aro y del ay sobre
la varilla, expresdndolas en funciéon tnicamente de los grados d
libertad y sus derivadas.

2. Obtener las ecuaciones diferenciales del movimien sigfema en funcién tnicamente
de los grados de libertad y sus derivadas, sin quegen e arezcan las reacciones.

3. Obtener la reaccion tangencial de la recta sobre el 8go (uerza de rozamiento) empleando
multiplicadores de Lagrange y comprobar que o resultado del apartado primero.

emas rigidos, de la forma siguiente:

Se toma como gradeS deflibertad del sistema el giro 6 del aro, y el de la varilla alrededor
del centro del aro ¢, 4@ specto de una referencia absoluta y antihorarios. La aceleracion

del centro de masa G, @ arilla es

bcosp — agd’sen ¢ — RQ)Z + (aésend) + ag? cos 0)J

donde llam — R+/3/2. Asi podemos plantear las siguientes ecuaciones:
F, (conjunto) : H = —MR0O — mRO + mag cos ¢ — mad? sen ¢ ; (2)
Z junto) :  V — (M 4+ m)g = madsen ¢ + mag? cos ¢ ; (3)
> MR, (aro) : HR = MR . (4)
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Anélogamente, para la varilla podemos plantear:

1 .
ZMG“ (varilla) : ?g(_NA 4 Np) = EmR2¢5

Z F, (varilla) : —Ny4sen(¢ — %) — Npsen(¢ + %) = m(—RO + ag co

Z F, (varilla) : N4 cos(¢p — %) + Np cos(¢ + %) = mg +m(a¢
las ecuaciones @ y permiten despejar inmediatamente H ‘7

H= MRS ;
V = (M +m)g + magsen ¢ + mag>

De las ecuaciones (@ y @) se despejan las reacciones sobre la

NA:mRé(—cosng—i—%sen@—i—ma((ﬁ—k%qy+ g(sen ¢ + — cos @) ;

.. 1 " 1
Np = mR0(cos ¢ + —=sen @) + ma(—¢ + — mg(—sen¢ + —=cos¢) .
2.— Eliminando H mediante (8); en (2)) resulta
— (2M +m)RO + mag cos ¢ — mad? sen ¢ = 0 . (10)
Por otra parte, eliminando (N4, Np) media 1 ¥,z en (5),
- ?mRé S¢+mgsen ¢ . (11)

a del sistema. De ellas se puede despejar (6, ¢):

_ msenqS 9 ¢ V3 .
= M m(i- Seostg) (10RO 2¢> ’
V3 (12)
g 3 1
2M — .
5\/_2M+ cos? ¢) ( ( +m)R 2 ¢ COS¢>
Eliminando ", de las ones (8) y (9) obtendrfamos las reacciones como funciones
excluswamente de las variab e estado, es de01r de los grados de libertad y sus derivadas
primeras (6, 0, ¢, (Z)
3.— Formulamos,a giana con las coordenadas (no libres) (z, 0, ¢):
1 :
= —Ma: + —m ac + a?¢? —i—2amgbcos¢) 5 (EmR2¢2> + mgacos¢. (13)
El sistema esta sujeto a la ligadura
i+ RO; 0x+RO=0 = A, =1 Ayj=R. (14)
La ecu! grange en z, introduciendo el multiplicador A, es:

M—i—m)fv'—l—ma(qzﬁcosqb—qbzsenqS) =\. (15)
ultiplicBdor A tiene el 51gn1ﬁcad0 de la reacciéon tangencial pedida. Efectivamente, compro-
ustituyendo # = —R @ se obtiene . con H =\



