ESCUELA TECNICA SUPERIOR DE INGENIEROS DE CAMINOS, CANALES Y PUERTOS (MADRID)

Mecanica
EXAMEN FINAL (12 de Junio de 2004)
Apellidos Nombre N.° 0

FEjercicio 1.° (puntuacién: 10/45) T\ 45 min.
Responder a las siguientes cuestiones tedrico-practicas dentro del espacio provisto oja-as respuestas

rrador la hoja

habran de ser breves y directas, escritas a tinta y con letra clara. Se puede emp
adicional que se les ha repartido, que no debera entregarse. No se permitira tene e la mesa ninguna otra

hoja, ni libros ni apuntes de ningtn tipo, ni calculadoras.

Partiendo de la ecuacién de equilibrio de un hilo flexible e inexten estudiar el caso de un
campo de fuerzas paralelo. Aplicar a un hilo sometido a carg artid@yconstante por unidad
de abscisa horizontal, deduciendo las expresiones de la tensiénidel hilojy de la configuracion de
equilibrio. (5 ptos.)

La ecuacion vectorial del equilibrio para un cable o /@ fuerzas distribuidas q por
unidad de longitud (s) del hilo es

dT +qds=0

Consideramos un campo de fuerzas paralelo a una dada u, es decir ¢ = qu. Multipli-

cando vectorialmente la ecuacién de equilibrio por

uNdT +uAquds =0 = d(wAT)=0 = u/NT = K (cte.),
————

de donde se deduce que la configuracién es p erpendicular a la direccién K) y que la

componente de T normal a u es consta o- Por otra parte, proyectando segiin w:
-dT +u-quds = ds—0:>T——/qu.

Aplicacién Sea p la carg por unidad de abscisa (x), dirigida segin la vertical
descendente (—z). La carga ¢ po de longitud del hilo es

qgds = —pdx .
El hilo estara contenldo en (z,z), siendo z la direccién de la carga (vertical) y x la
do a ecuaciéon de equilibrio segtin estas dos direcciones:

abscisa (horizontal).
d
Td—i =T, = Tp (cte.);

dz dz s v

bt T =T, =— ds — dzr = pr.

ds ds /0 745 /0 per=pr
(donde se h o el origen x = 0 en el vértice, de tangente P

hor1zon‘a1 or ultiMo, dividiendo las dos expresiones anteriores: FTTT T T TV T T T T

ds)
[ds) _dz _pr P
dz/ds) dx Ty 2T
tomando el gFfigen z = 0 en el vértice (x = 0). Se observa que la z
confi ion corresponde a una pardbola de eje vertical.
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Se considera un sistema dindmico lineal con n grados de libertad, del cual se
pequenas oscilaciones alrededor de una posicion de equilibrio estable. Expresar de for eral
las ecuaciones del movimiento en forma matricial. Definir el concepto de mod
vibracién y frecuencias propias. Estudiar para una fuerza externa dada { f(t)}8u accidn Sobre
la amplitud de vibracién de cada uno de los modos, obteniendo la condicion olo se

Consideramos un sistema con n coordenadas libres {q} = (¢1, ... qn)
nes lineales respecto a la posiciéon de equilibrio estable {q} = {0}, si
ecuaciones de la dinamica son: ‘

[M{a} + [K[{q} = {0} ,
denomindndose [M] matriz de masa y [K] matriz de rigidez. La s

{q} = {a} cos(wt — 9), denominéndose {a} modo normal de Sbracio
asociada al mismo. Sustituyendo en la ecuacién (1),

(—w?*M{a} + [K]{a}) cos(wt — 6) = {0} =

que define un problema de autovalores generalizado, par
parejas ({ag}, A, = w?). Los modos normales verificanga p
de las matrices de masa y rigidez:

{ai}T[M]{aj}={M" AT ={“’iM" L )

(1)
on basica es del tipo
w frecuencia propia

K]) {a} ={0}, (2

isten n posibles soluciones,
ad de ortogonalidad respecto

0 sii#j’

Hantu(t) < ¢(t) = D0, ariuk(t). Estas
cambio de variables entre las coordenadas

ecuaciones pueden entenderse tambié
fisicas originales (¢;) y las coordenadas
El sistema sometido a una fuerza externa f(t) se caracteriza por la ecuacién

+ [Kl{a} = {f(0)} , (4)

y sustituyendo en funcién de los normales y sus amplitudes,

iix + > _[K{arbur = {£(1)} - (5)

n,

Premultiplicando por cttalquiera dado {a;}" y considerando las relaciones de ortogo-
nalidad (3] se obtien

i {ay i+ Y {ai} T K{awtue = {a ) {£(1)} (6)

Myii; + w Myu; = {a} " {F (1)} = ) awfi(t) (7)

k=1
Esta ulima ecuacion caracteriza la acciéon de la fuerza {f(t)} sobre la amplitud del modo
{a;} me erza modal obtenida como producto escalar de ambos vectores. Es facil
comprobars leando las condiciones de ortogonalidad (3) que una fuerza definida como
{f(t)§= | ;1 m(t) produciria una excitacién exclusivamente sobre el modo de vibracién

{a; }§resultando
il + wju; =n(t) . (8)



