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Mecanica
4. EXAMEN PARCIAL (12 de junio de 2004)
Apellidos Nombre N.° TUPO

FEjercicio 2.° (puntuacién: 10/30)

Una varilla homogénea AB, de masa m y longitud 2a, esta
contenida en el plano horizontal Oxy, y permanece en contacto
sobre el borde de un disco de radio 2a y centro en O sin roza- ‘
miento, como se indica en la figura. El extremo A de la varilla
se une a un resorte de longitud natural nula y constante k que
se mantiene paralelo al eje Ox, y el extremo B de la varilla
se une a otro resorte igual que se mantiene paralelo a Oy. El
disco no estorba a estos resortes.

Se pide:

1. Estudiar el movimiento general de la varilla, obten

las ecuaciones diferenciales del movimiento. 2a

2. Estudiar las pequenas oscilaciones alrededor de la
cién 0 = /4, supuesta de equilibrio estable.
frecuencias naturales y los modos normales de

3. Calcular las posibles posiciones de equilibrio y estudiar su estabilidad, comprobando la
posicién anteriormente dada.

1.— El sistema tiene dos grados de que podemos
tomar como el dngulo 6 y el deslizamiento el centro de la
varilla respecto del punto C' de contacto con el disco. La velo-
cidad del centro G de la varilla terizarse mediante
la composicién del arrastre (6) y e zamiento relativo (i):

'i)G = Varr + Urel u9n) +ut ) (1)
con lo que la energia cinética
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m(4abi + 0* + u?6?)

Por otr‘par e, el potencial es
1 1
V =k’ + <kyy (3)
2 2
y tenighdo e enta

x4 =2acosf — (a+u)send, yp=2asend — (a —u)cosb,
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resulta 1
V= 5]{ (5a2 + u? — 2au cos 20 — 4a® sen 20) )
La Lagrangiana L =T — V resulta finalmente

13

| . . 1
L= Emazﬁ2 + §m(4a9u + 4 + u?6?) — 5/@ (5a* 4+ u® — 2au cos 26 \Q (5)
Derivando se obtienen las ecuaciones de Lagrange de la dinamica:

0= 3 me +mu? ) 6 + 2maii + 2muid + 2kua sen 20 — 0s 26 (6)

0 = 2maf + mii — mub? + ku — ka cos 26 v (7)
2.— Comprobamos que la configuracién indicada es de equilibrio:

?;9/ k (2ausen 20 — 4a” cos 26) ; o = 0; (8)

oV

B =k(u—acos20); =0 9)
Linealizamos las ecuaciones suponiendo pequenas ciones (¢ = 0 — w/4, u). Teniendo

en cuenta = é, 0 = €, sen 20 = cos 2¢, cos 20 =

(10)
(11)
Bma? 8ka® 2ka
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M] = ( 2ma  m K] = (2k’a k ) ’ (12)

La ecuacién caracteristica que pemmaite obtener los autovalores es

13
0 = det(] *(k — Am) 8k; — E)\m) —4(k — )\m)} (13)
de donde se obtienen las fr cias propias
3k

)\1 , 2:\/)\2:2 E (14)

Para cada frecuen

%btl ne el autovalor (modo normal de vibracién) asociado:
u a2 (1,11 0 a1 0
3 — =
M ( a12 0 = a1 1 (15)

—44k:a2 —22/{30, a1 | 0 - 921 . 1
—22ka —11k 929 - 0 929 - —2a
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3.— Las posiciones de equilibrio vienen definidas por los puntos en que se anulanglas ecua-
ciones () y ([@). De esta tltima se deduce u = a cos 26, y sustituyendo en la primer

cos20sen2f —2cos20 =0 = cos20 =0 = 0, =7/4, 0y =31/4605 =57/

siendo en todos los casos u = 0. Las derivadas segundas son

[ 0*V ] (4k;a(u cos 20 + 2a sen 26) 2k:a sen 20

Jq;0q; - 2kasen 20
y particularizando ‘

[82 ] (8ka2 Zka) 82 —2ka
6%3% —(01,0) 2ka k ’ 6ql(9q] (0u

=(02
[ o*V } (8ka2 Qka) ka? —Qka
94;0q; =(65,0) 2ka k)’ a%a% (0.0)

2ka
Se comprueba facilmente que la primera y la tercera posi son estables, mientras que la
segunda y la cuarta resultan inestables.
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