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Mecanica
EXAMEN FINAL ORDINARIO (12 de junio de 2004)
Apellidos Nombre N.° TUPO

Fjercicio 4.° (puntuacién: 10/45)

Un sélido rigido estd formado por una varilla AB de ma-
sa m y longitud R, y un disco de masa m y radio R/2
soldado en su centro perpendicularmente al extremo A
de la varilla. Este sélido se mueve de forma que el punto
B permanece sobre una circunferencia horizontal fija y
lisa de radio R. Ademas, existe una articulacién cilindri-
ca en dicho punto B que permite el giro libre del sélido
alrededor de la varilla AB, y que adicionalmente obliga
a la varilla a permanecer en un plano vertical moévil nor-
mal a la circunferencia (definido por OB y BA).
Se pide

1. Determinar el nimero de grados de libertad
un conjunto de coordenadas que los representen

2. Discutir la existencia de integrales primera; movimiento;

3. Obtener las ecuaciones diferenciales movimiento del sélido en funcién de las coor-

denadas generalizadas y sus deriva

4. Obtener el momento que ejerce la arti on B sobre la varilla.

*.

1. El sistema tiene 3 grados de libertadi¥que podemos representar mediante el angulo 1
que determina la posicion del punto B en la circunferencia, el angulo 6 que forma la varilla
AB con la vertical fija y el gi i del sélido alrededor de la varilla.

2. [Existen tres integrales

otal E =T +V,
a que trabaja es el

peso, que es couf iva.
= Conservacion Q ponente del momento
segtgel eje de revoluciéon del
Figural[ll). Esto es debido
a que el licado en el eje, las fuerzas

de reag€ion en 5 también, y el momento que
ejerc iculacion es perpendicular al eje.

sélido (ve

i6n de la componente vertical del Figura 1: Definicion del sistema movil
inético en el centro O de la circun- auziliar

eren@ia fija. Esto es debido a que el peso es

la reaccién en B corta al eje vertical,

el Momento que la circunferencia ejerce sobre la articulacion B es horizontal.

<
]
=
-+
—-

bb6exam.tex



3. A continuacién se obtienen las expresiones correspondientes a las integra, Hneras
definidas en el apartado anterior, que constituyen las ecuaciones diferenciales del 1ento
del sistema pedidas en el enunciado.

Como se trata de un sélido sin punto fijo, la energia total puede expresarse co

1 1
E:§2mvé+§ﬁ-(IG-Q)+V \ (1)
Para expresar las distintas magnitudes que aparecen en ([l es co ienté emplear un

sistema maévil auxiliar como el que se muestra en la Figura[Il, de fo versor k lleva
la direccién de la varilla, ¢ es horizontal y 3 forma con los ania)riore triedro ortonormal

orientado a derechas. La velocidad de rotacién del sélido se e en este sistema como:
Q =0i+sendj + (p +1cosh)k (2)
y la velocidad del centro de masa G, teniendo en cuentaffique vg = Ribi, y que BG =
—3R/4k, resulta:
. 3 . 3.
vg=vp+QABG =Ry 1_4_1 n@) ZRHJ. (3)

Por otro lado, el tensor central de inercia del sélid resa en el sistema movil:

A 0 O 2 2
Io=|1 0 A O con {A _ émRz 2 i (%) o <%> - ingZ
00 C C=3m(3)

Por 1ltimo, suponiendo en origen del potemicial gravitatorio en el plano horizontal de la

circunferencia fija, el potencial del peso regd como:
gRcosd (5)
Introduciendo ), (@), ) y (@) en espués de una cierta manipulacién, se obtiene

la integral primera de la energia:

— 3senf + 1—7)
8 (6)

1 .
R*¢* + ngQngb cosf — gng cosf = cte.

a la conservacion de la componente segin el eje de revolu-
inético en G resulta:

’ ¢ k=g Q) -k=C(p+1cosh) = cte. (7)

Por 1ltimo, acion del momento cinético vertical en O, teniendo en cuenta K =
senfj + cosGR y q O = Rcosfj + R(3/4 — sen )k, se expresa como:

‘ HG + 2m'vG NGO (8)
v = At sen® 9+hcos€+2mR2w< +%sen Q—gsen9> 9)
‘ ’ = mR*) i; sen” ) — 3senf + 187) + émRQQb cosf = cte. (10)



Es posible obtener las mismas ecuaciones del movimiento mediante el formali n-
giano, partiendo de la funcién Lagrangiana L = T — V. Puede verse de forma in que
tanto ¢ como 1 son coordenadas ciclicas, con lo que se obtienen las expresignes (Ia)
correspondientes a dos de las integrales primeras. Ademads, puesto que las ffierzas agtivas (el
peso) deriva de un potencial y la energia cinética es homogénea de orden 2 s velocidades
generalizadas, se conserva la energia total ().

4. El momento que la articulacién en B ejerce sobre la varilla es:
M B = M B ] s ‘

y puede obtenerse directamente del planteamiento del principio ento cinético en G
segun j:
dH ¢
i=M
dt J B

Haciendo uso del sistema mévil auxiliar, que gira cof®$2,. — ¢k, y de las siguientes
relaciones:
H¢ = Abi + A

dHg (dHG>

H
dt dt ¢

se obtiene finalmente el momento pedido:

Mg =A (d}senﬁ
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