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Fjercicio 2.° (puntuacion: 10/30)

Una particula de masa m esta unida al extremo de un hilo elasti-
co, de longitud natural b y constante k = 3mg/b, cuyo otro extremo
va unido al extremo B de una barra homogénea AB, de masa 2
y longitud 2b, cuyo extremo A esta fijo. El conjunto puede moverse
en un plano vertical.

Se pide:

1. Ecuaciones generales de la dindmica del sistema y su lingali-
zacion para pequenas oscilaciones alrededor de la positi
equilibrio estable.

2. Frecuencias propias del sistema y modos normales
cion.

3. Expresion de las coordenadas normales.

1.— El sistema tiene 3 g.d.l. para los que tofnaremos el angulo € que forma la barra AB con
la vertical descendente, el angulo ¢ que formda elfhilgfelastico con la vertical descendente, y la
longitud del hilo s. El sistema es conservativo ergia potencial vale

V(0,¢,s) = —2mgbcos 2b cos 0 + s cos @) + %k(s —b)?, (1)

de donde se deduce directamente la posicion e equilibrio:

0= 8_V = 4dmgbsenf, 0 - mgssen ¢, 0 = a—v = —mgcos¢p+ k(s —0b),
00 s
4
0=0¢=0,s==b. (2)
3
Se comprueba que el equi es estable mediante la matriz de derivadas segundas en dicho
punto:
dmgb 0 0
= 0 3gmgb 0] >0 (def. positiva). (3)

) 0 0 k
La energia cingticd va
) 1 . ) 2 ) 2
T =£-2m(20)°0* + g™ [(s¢ + 2b0 cos(¢p — 9)) + (s + 2b0 sen (¢ — 9)) } ) (4)

con lo c’ue a Lagrangiana es

L= ilm + %m [qugz + 4b0 (sd) cos(¢p — 0) + $sen(¢ — 9)) + 4026 + 52}

1
+ 4mgb cos 6 + mgs cos ¢ — §k(s —b)?. (5)
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Derivando ésta se obtienen las ecuaciones de Lagrange,
0= 2—??mb29 + 2mbse cos(p — ) — 2mbsg? sen(¢ — 0) + 2mbsssen(¢p — 6) 2
+ 4mbsd cos(¢ — ) + 4migbsen 6 (6)
0 = ms’p + 2mssg + 2mbst cos(¢ — 0) + 2mbsh? sen(¢p — 0) + mgs Se (7)
0 = 2mbl sen(¢ — 0) + ms — 2mbb? cos(¢ — 0) — msdp* — mg cos ¢ + — (8)
Linealizando alrededor de la posicion de equilibrio, para valores pequeno = s—4b/3),

2
0= —Omb29 + 8mb2¢ + 4mgb«9

imb29+ —mb>p + mgb¢, Q (9)
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rma“diFecta sin necesitar obtener
arJas matrices de coeficientes
equilibrio q,. La matriz [K]

Estas ecuaciones podrian haberse obtenido también de
las ecuaciones generales (@, @ y . Para ello bastariagal
mediante las derivadas segundas particularizadas en la posiei
va ha sido obtenida en , mientras que la matriz de

0°T H 0
= | —— = | & 01 ; 10

2.— Las frecuencias propias se obtien soluciones de la ecuacion caracteristica:
128 16
0 = det([K] — w?[M]) = (3 > m) (—w4 - 16 (g) ) , (12)
= w Wy = \/ Z: w3 = \/—— (13)
Los modos normales asociados a ¢ frecuencia se obtienen mediante las expresiones

] - w’M]){a} =0, (14)
{a} = (-1/2 1 0)"; {ag}=(2/3 1 0)". (15)

an normalizado respecto a la matriz de masa, sino que se han
mento igual a la unidad.)

= {3_1} = (0

(Los vectores proplos
seleccionado con el

3.— Las coordeffada® normales son las amplitudes de los modos, por lo que
(0 ¢ o =uwfa} +uwfas} +usfay) (16)

Las relacion e definen las coordenadas normales son por tanto

( 6 42 nee
———Uz us
92 3 6 4
= ——0+ —
; ¢ = ug + us ’ " 67 37¢. (17)
‘ €=U U3:?9+?¢



