ESCUELA TECNICA SUPERIOR DE INGENIEROS DE CAMINOS, CANALES Y PUERTOS (MADRID)

Mecanica
EXAMEN PARCIAL (25 de enero de 2005)
Apellidos Nombre N.°

Fjercicio 2.° (puntuacién: 10/30)

Se considera un sistema rigido formado
por dos particulas pesadas A y B de masa
m cada una, unidas por una varilla inexten-
sible sin masa de longitud ¢. La particula A
se mueve sobre el eje Oz vertical, mientras
que B permanece sobre un cono fijo de eje
Oz y semidngulo /4, siendo ambas ligaduras
lisas y bilaterales. Para estudiar el movimien-
to se consideraran las coordenadas (¢, ) de
la figura adjunta, tomando como condiciones

iniciales (¢ = 0,0y, ¢, 0o = 0).
Se pide:
1. Obtener las ecuaciones de la dindmica que 1 balance de la cantidad de movi-
miento del sistema.

2. Obtener las ecuaciones de la dinamica gfite expresan el balance del momento cinético en
O del sistema. Estudiar si se conserva & pudyeggion del mismo respecto de algtn eje.
0

re B en funcién de los grados de libertad

3. Obtener la expresion de la reaccién
y sus derivadas.

4. Razonar si se conserva la energia r en su caso la expresién de la misma.

1.— Para describir la
configuracién del sistema
emplearemos las coorde-
nadas (0,¢), que definen

los dos grados de libe

tad del sistema. En

cién de estas la co

nada z de A valegy =
lsent + {cosb, agfde
B son zg = f¢sen

¢senf. Empledremos
direcciones rdena-

das polares “defini por
el triedrd ffi ug, k). Asimismo emplearemos el versor normal al cono n = (1/v/2)(u,—k).
Las reacci rnas son R4 u,, g n, mientras que la varilla produce asimismo una reaccién

inter line con la misma. La velocidad y aceleracion de cada particula vale
z ’ vy =iak =00(—senf + cosh) k, )

vpB :Eécos@up+€$sen9u¢-l—Eécost:.
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as =21k = [Eé(— sen § + cos ) —Eé%cos@—l—sen@)] k, Q @
ap = ((fcosf — 0%sen § — ¢*sen O)u, + £(20¢ cos O + ¢psen O)ug + £(6 cos§ —0° sen 0)ik .
Empleando las expresiones de las aceleraciones y las proyecciones de las fuer tienen

e
las ecuaciones de balance de cantidad de movimiento: K
Rp

Ry + 7 = ml(f cos — 6 senf — ¢*sen b)

0 = ml(20¢ cos 0 + ¢ sen 6)

)
\

—2mg — R—\/g = m |£6(—sen @ + cosf) — £0%(cos O + sen 9)} + 6%sen ).
2.— La expresion del momento cinético es
HO:W+TBAmvB:—m€2¢sen29 ml4P sen’ 0 k . (4)

El momento de las fuerzas (exteriores) vale
M, = [ﬁ(sen@+cos€)RA+€\/§sen B sen@] Uy (5)

Observamos que no hay componente de M en la dire eje Oz, por lo que el momento
cinético segun el mismo se conserva:

H,=Ho -k =ml¢sen’d = sen’fy (cte.) (6)

Asimismo comprobamos que la derivada de esta ecuacion equivale a la ecuacion anterior ((3))s.
Tampoco hay componente de M segin ireccion wu,, pero al tratarse de un eje movil,
de ello no se deduce necesariamente la cons n gérrespondiente.
La derivada de H se obtiene derivando di ente las componentes en cilindricas y ana-
diendo el término complementario de de (que proviene de (d/dt)u, = ¢ uy), resultando
d

EHO = —(ml¢sen? 0 + 2ml*¢f sen

o — ml?¢? sen® 0 Uy
+ (ml¢sen? § + 2mL*ph sen b cos )k (7)
De y @ resultan las ecuaci

ml?¢sen® 6 + 2me2df sen 0 =0
— = ((senf + cosO) R4 + (/2sen R + mgsen 0 (8)
m£2(;75 sen? @ + 2m(? cosf =0
Observamos que las ecdacto 1y 3 son idénticas, equivaliendo ambas a la derivada de
(6). La tinica ecuacioy @ ta informacién nueva es (8))s.
3.— La reaccio ida se obtiene inmediatamente despejando en 3:

R . . . .

Tg = -2 —sen @ + cos ) — (6%(cos§ + sen 9)] —ml(fcosf —H?senf).  (9)
Empleando ia despejarse analogamente R4 de 1, y eliminar ambas reacciones en
(18))2, co‘ lo que se oBtendria una ecuacién diferencial que, anadida a @, definiria la dinamica
del siste omprobarse que estas dos ecuaciones coinciden con las de Lagrange.

4.— #Modas fuerzas son conservativas, por tanto se conserva la energia £ =T + V:
1 1 . .
—m(20*(— sen § + cos 0) + §m€2 (202 cos® 0 + ¢ sen” 9) +mgl(2senf + cosd). (10)



