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Fjercicio 3.° (puntuacién: 10/30)

El sistema de la figura, contenido en un plano vertical
fijo, esta formado por un semiaro de centro O, masa
M y radio R, y por una masa puntual m que se mueve
por el semiaro con ligadura bilateral lisa. El semiaro
rueda sin deslizar sobre un plano inclinado un angulo
®, y tiene en uno de sus extremos un muelle de lon-
gitud natural nula y constante k, que es paralelo en
todo momento al plano inclinado. Se pide:

1. Expresar la funcién Lagrangiana del sistema me
2. Obtener las ecuaciones diferenciales del movimient

ovimiento, y escribirlas en el caso de

3. Razonar la existencia de integrales primeras
que existan.

omamos como grados de libertad los an-
ulos 0 y ¢ de la figura, que definen de forma
nivoca la configuracién del sistema. Para obte-
er la funcion Lagrangiana es necesario obtener
las expresiones de la energia cinética de la parti-
cula y del semiaro asi como la energia potencial
de los pesos y del muelle.
La energia cinética de la particula es:

1 . .
Thart = §mR2(<,b2 + 6% —2p0cosf) (1)

y la energia cinética del semiaro:
Lo 1o
Tsemiaro = _MUG + _IG()O (2)
2 2
La velocidad del
ve = vh + |OG*$* — 200|OG|p cos (3)

asas del semiaro se puede expresar como:

y teme 0 ue |OG| = 2R/, resulta:

4 . 4
Y =P (# 7 GPer) @
ento d@inercia del semiaro en GG se obtiene a partir del teorema de Steiner:
Ie =MR*(1— 4 (5)
G — 7'('2
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Sustituyendo estos resultados en resulta finalmente:
2.2 2
7—wserniaro =MR 2 (1 — — COs 90)
T
Considerando como configuracion de referencia la correspondiente al didmet ro pa-

ralelo al plano inclinado y alargamiento del muelle nulo, la energia poten(na spondlente a
los pesos de la masa puntual y del semiaro, y al alargamiento del muelle

Vpart = —mgRysen ® — ng cos(f + ®)
Viemiaro = —M gRp sen & — —Mg cos( go‘r
Vinuelle = —kRQ(l + ¢ — cos p)? v (9)
A partir de las ecuaciones , (@ @) . y @D se obtiene la funcion Bagrangiana L =T — V'

1
L=T-V = §m32(¢2 + 6% — 26 cos 0) + +M R + mgRpsen ®

2R
+mgRcos(6 + @) + MgRpsen ® + —Mg cos(p kR*(1+ ¢ — cosp)® (10)

2. Las ecuaciones de Lagrange se obtienen deriva , v resultan:

2 . 2 .
2M (1 — = cosp) +m| R*p — mR*Qgos § + =M R*p? sen p + mR*6? sen 0
T m

2
—MgRsenfD—l-;MgRsen(ap—FfI)) —mg R*(14+ ¢ —cosp)(1+senp) =0 (11)
20 — mR2p cos + mgRsen(f + ®) =0 (12)

3. Como todas las fuerzas que realizan t o derivan de un potencial, la conservacién de la
energia mecanica del sistema es una integral primera del movimiento:

1 . 2
T+V = cte = §mR2<,b2—|—92—2 +MR*$*(1—= cos p) —mgRyp sen ®—mgR cos(6+®)
T

2R 1
— —Mgcos(p+ P) + EszQ(l +¢—cosp)?=E (13)
7r

Noétese que como la fun faye ngiana no depende explicitamente del tiempo y la energia



