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Mecanica
EXAMEN FINAL (11 de junio del 2005)
Apellidos Nombre N.°

Ejercicio 5.° (puntuacién: 10/45)

Un sistema mecanico estd compuesto de un aro de masa m y
radio R y un disco de masa m y radio r < R.

El aro tiene un punto fijo O y puede girar libremente alredeo‘r
de una recta vertical fija que pasa por O, manteniéndose siempr
vertical.

El disco esta unido perpendicularmente al punto medio deffina
varilla sin masa AB de longitud 2R, de forma que puede girar flibre-
mente alrededor de ésta. Ademas, los extremos de la varilla_pu
deslizar sin rozamiento sobre el aro, como muestra la figurafadjmnta.
Se pide

1. Determinar el nimero de grados de libertad del

tificando la eleccién de un conjunto adecuado de pagameétros que los representen.

2. Discutir la existencia de integrales primeras vimiento, obteniendo las expresiones

correspondientes caso de que existan.

3. Calcular el momento M que habria que gergét sobre el aro para conseguir que su velocidad
de rotacion alrededor del eje vertical onStante.

1.— El sistema esta constituido po solidos rigidos. El aro
posee un unico grado de libertad que corresponde a la rotacién 1

alrededor de la recta vertical. Kl disco tiene dos grados de libertad
adicionales, el angulo 6 que cta AB con la vertical y la
rotacion ¢ alrededor del eje de o. El sistema posee, por tanto,

tres grados de libertad.

2.— Las tnicas fuerzas jores que trabajan sobre el sistema
son los pesos del ay disco. Se verifica la existencia de las
siguientes integralg :

—

1. Conserva
del sist
horizogtal:

n ge la*¢omponente vertical del momento cinético
O Existe un momento reactivo en O, pero es
K=H

ion de la componente AB del momento cinético del
0 que no existe momentos sobre el disco en dicha

iBney se trata del eje de revolucion: HY -k = h
Congérvacion de la energia total del sistema ya que los pesos,
que las unicas fuerzas que trabajan, son conservativas :

E +V
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Se adopta un sistema movil, de acuerdo con la figura, con origen en el centro del
forma que el versor k tiene la direccion del eje de revolucion y el versor 2 es el corres nte
a un diametro horizontal. La velocidad angular del aro, €2,, y del disco, €24, #presal en
funcién de los grados de libertad son, respectivamente:

Q, = YK = ¢sendj + 1 cos Ok
Q= 0i + ok + VK = 0i + 1 sen 05 + (¢ + 1) cos 0) \
El momento cinético del sistema respecto a O es suma del del aro o:

Hy ZIO'Qa+Hé+T0G/\m’UGd‘
\—v—/ N J/

Ho, H
y sabiendo que vgg = Riﬁ, resulta:
3 2 i 1 207 1 2 7 . 1 . 27
HO:§mR wK-I-Zmr 9@+Zmr ¢sen9_7+§ (g+ VcosO)k +mR YK
) ne
G
SRR S 2 Co
H:HO~K:§mR 1/1—|—L—Lmr P se < cos0(p + 1 cos ) (1)
1 .
h:HdG~k:=§m7“2(gb+wc059) (2)
De la ecuacion se deduce que Q.45 = ¢ #Pos B es una constante, por lo que se puede
eliminar la variable ¢ de la ecuacién , res nalmente:

H = ng2¢ @w sen® § + Q.4 cos 0)

La ecuacion de conservacién de la energia se reduce, en este caso, a la conservacién de la
energia cinética del sistema: F =1 (3mR*) ¢? + tmod, + %HdG -y

Se puede comprobar que la rimeras integrales primeras se podrian haber obtenido igual-
mente a partir de las ecuda@ion Lagrange, observando que v y ¢ son coordenadas ciclicas.

3.— En el apartado % se consideraba la rotacién 1 libre alrededor de la recta vertical, y
en consecuencia se gonsgrvaba el momento cinético respecto de dicha recta . En este apartado
se considera por ari® que se impone una velocidad de rotacion fija ¢ = %, en Cuyo caso
no se conservarg di mento cinético (H # cte.), y serd necesario imponer un momento

M para contrglar dicha velocidad de rotacion. Su valor se deduce a partir de la ecuacion de
balance del cinético:

{ dHo . d(Ho K) dH 1 . :
W~K— o = = 3™ 0 sen O(1)gcos — Q.4)




