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Apellidos Nombre N.°

Ejercicio 3.° (puntuacién: 10/45)

Una varilla AB pesada de masa m y longitud
3R/2 se mueve contenida en todo momen-
to en un plano vertical fijo, de forma que su
extremo A puede deslizar sobre una circun-
ferencia fija de radio R en el mismo plano
con ligadura bilateral lisa. Ademas del pe-
S0, actua sobre la varilla una fuerza repulsiva
distribuida proporcional a la masa y a la dis-
tancia que separa cada punto de la recta ho-
rizontal fija r. Llamando y a dicha distancia,

para cada elemento de masa esta fuerza vale

2
df = kydm, siendo la constante k = %

Se pide:

1. Obtener todas las posiciones de equilibrig de la varilla;

quilibrio en las que A se encuentra en algin
o (arco C'D) de la circunferencia.

2. Discutir la estabilidad de las posicion
punto perteneciente al cuadrante inferior

1. El sistema posee dos grados de libertad¥definidos
por los angulos 6 y ¢, tal y como se muestra en la fi-
gura. Las fuerzas activas actua peso v la fuerza
repulsiva, derivan de potencial. V ‘ncial de la fuer-
za repulsiva elemental (es degi ;

ssenp y que dm = Ads,
lineal, el potencial de la

siendo A la densi
varilla resulta:

/2
_g[R(l + senf) + ssen go]ZAds
0

1 1 1
‘ = —mgR {§(1+sen¢9)2+Zsen290+§seng0(1+sen9)] :

Por ofdfa par 1 potencial del peso vale

V, = mgye = mgR {(1 +send) + 286ng@] ,
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de forma que el potencial total es, finalmente:

2 1 1 1
V =mgR §—|—gsene(l—senQ)—i-Z—Lsengo(l—semp)—§sengosen : (1)
Las condiciones de equilibrio se pueden deducir imponiendo la anulacid rivadas
parciales:
oV 1 2 1
%:0 — cos@{g—gsenG—Esengo} e (2)
oV 1 1 1
%zo — cosgo[z—gsengp—isent 0. (3)
Las posiciones de equilibrio que se obtienen como solucién de est nes se pueden resumir
en el cuadro 1, en el que por simplicidad no se han indicado 1 iciones simétricas respecto

al eje vertical que pasa por el centro de la circunferencia.

caso 1 2 3
0 /2
") /2 —m/2 - 5

caso 8
0
© T

Cuadr8 % o de soluciones para las posiciones de equilibrio

Otro método tudfivo para obtener las posiciones de equilibrio seria expresar las ecua-
ciones de equilibrio de zas y momentos sobre la varilla. Las fuerzas actuantes son la reaccion
—mgj v la fuerza repulsiva f = ( [ ky dm) J = kygm 3. Teniendo en cuenta

que estt ulfimas fuerzas son verticales, se deduce que las tnicas posiciones de equilibrio
posibles las en que la reaccién de la circunferencia es igualmente vertical (0 = +m/2),
o bien en ciones # en las que sea N = 0. Para obtener las posiciones debemos verificar

ando las posiciones § = £+7/2, un primer grupo de soluciones son aquellas en
7 ¢ = £7/2, ya que todas las fuerzas estdn contenidas en el mismo eje vertical

2



Otro grupo de soluciones las obtenemos para los casos en que N = 0, por lo q
repulsiva debe equilibrar al peso, es decir kygm = mg. Considerando yo = R(1 -+
(3R/4) sen ¢, se obtiene

0+ L
sen —senp = —.
1T
Debemos garantizar ademas que los momentos sean nulos, para lo cual hay C erar que

eneral a la
ue se anule el
orizontal) se
= arcsen(—1/4)

al tener la fuerza repulsiva una variacién lineal con y su efecto no correspon
resultante aplicada en el centro de la varilla sino en un punto distinto.
momento en este caso debe cumplirse ¢ = {0, 7, +7/2}. Si p = {0, 7
deduce § = 7/6, posiciones {7, 8} del cuadro 1. Por otra parte, si ¢ = /2
(posicién 4), no existiendo solucién para ¢ = —7m/2. (

Un dltimo grupo de posiciones de equilibrio se obtienen siendo
en § = +m/2) y con la varilla fuera de la vertical, exigiendo q

de la varilla se anule. El momento () debido a la fuerza rep

o vertical, es decir
ento en el extremo A

¢
/ 2
(MA)f:/ kX (ya + sseng) scospds = km— —|—§€seng0) .
0 N e’
y(s)
Sustituyendo k = 2¢g/(3R), { = 3R/2, ya = R(1 + egando el momento del peso
(Ma), = —mg(£/2) cos p, el momento resultante vale
v R 1 1
=mgRcosp | —— =5 —seny | .
A g Y179 5 '

Observamos que esta ecuacion es la misma qugla gbtenida anteriormente (3) a partir de 9V/0y.
Considerando en esta ecuacion 6 = /2 sed@btifne gomo soluciéon ¢ = —x/6 (solucién 3 del
cuadro 1). Sin embargo, para § = —7/2 no se e solucién.

2. Las posiciones de equilibrio situad uadrante inferior derecho son las {4,5,6} del

uil0s las derivadas segundas del potencial:

2y 1 2 1 2
%W:_ ——gsenQ—ésengo)—gcos?H
82‘/—— C cos

0000

V. en 1—1sen —1sen0 —1COS2
0,2 Pl 2™ ) 2" ¥

Particularizando en lag es de equilibrio:

2
= 8 1 (inestable)
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