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Se considera una escuadra ACB de dimen-
siones CA = CB = 2a, cuyo movimiento im-
puesto es tal que el extremo A recorre la cir-
cunferencia (z−a)2+y2 = a2 dentro del plano
Oyz con velocidad constante v = 2ωa. A su
vez el vértice C permanece sobre el eje Ox, y
el extremo B permanece en el plano Oxy. Se
pide:

1. Velocidad angular del segmento CB en
su movimiento dentro del plano Oxy;

2. Velocidad angular de la escuadra, seña-
lando el tipo de movimiento y el eje he-
licoidal tangente del movimiento (en un
instante genérico);

3. Expresión de la velocidad y aceleración
de B.
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1.— El segmento CB permanece en el pla-
no Oxy, por lo que su movimiento instantáneo
se puede caracterizar como una rotación, con
velocidad angular ϕ̇, siendo ϕ el ángulo defi-
nido en la figura adjunta, donde también se
indica el centro instantáneo de rotación I.

Para expresar las relaciones geométricas
observamos en primer lugar que en el trián-
gulo rectángulo OAD el ángulo ∠AOD = ωt,
y que el triángulo OAC es igual a éste y por
tanto ∠OAC = ωt. Expresamos los vectores
correspondientes a los lados CA y CB:

rCB = 2a u = 2a(cos ϕ i + sen ϕ j) ,

rCA = −2a sen ωt i + 2a sen ωt cos ωt j

+ 2a cos2 ωt k ;

(1)

obligando a que ambos sean perpendiculares se obtiene el valor de ϕ:

rCB · rCA = 0 ⇒ tg ϕ =
1

cos ωt
. (2)

La velocidad angular pedida se obtiene derivando la expresión anterior:

ϕ̇(1 + tg2 ϕ) = ω
sen ωt

cos2 ωt
⇒ ϕ̇ = ω

sen ωt

1 + cos2 ωt
. (3)
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2.— El movimiento instantáneo del triángulo puede caracterizarse como composición de dos
rotaciones. En primer lugar el movimiento del segmento CB dentro del plano Oxy, que será
una rotación con velocidad angular ϕ̇ k, alrededor de un eje que pase por el centro instantáneo
I. Por otra parte, una rotación alrededor del segmento CB, definida por la velocidad angular
θ̇ u, siendo u el vector unitario en dirección CB.

Para calcular θ̇ imponemos que la velocidad de A no tenga componente según x, desarro-
llando la expresión del campo de velocidades:

vA = vC + Ω ∧ rCA ; (4)

teniendo en cuenta que xC = 2a sen ωt se obtiene vC = 2aω cos ωt i, por lo que

0 = vA · i = 2aω cos ωt + 2a

∣∣∣∣
θ̇ sen ϕ ϕ̇

cos ωt sen ωt cos2 ωt

∣∣∣∣

= 2a
(
ω cos ωt + θ̇ sen ϕ cos2 ωt− ϕ̇ cos ωt sen ωt

) (5)

y despejando

θ̇ = −2ω cos ϕ = −2ω
cos ωt√

1 + cos2 ωt
. (6)

La expresión de la velocidad angular es por tanto

Ω = ϕ̇ k + θ̇ u = ω
sen ωt

1 + cos2 ωt
k − 2ω

cos ωt√
1 + cos2 ωt

u . (7)

Los ejes de las dos rotaciones no se cortan, por lo que el movimiento no equivale a una
rotación pura sino a un movimiento helicoidal instantáneo general con deslizamiento. El eje de
este movimiento es paralelo a Ω, y pasará por el segmento de mı́nima distancia entre los ejes
de rotación IN , cortando al mismo por un determinado punto M . En primer lugar, la posición
de I, centro instantáneo de rotación del movimiento de CB, viene definida por yI = vC/ϕ̇ =
2a(1 + cos2 ωt)/ tg ωt (la otra coordenada es xI = xC = 2a sen ωt). Por otra parte la distancia
entre ambos ejes es IN = yI/ tg ϕ. Por último la posición de M se obtiene obligando a que su
velocidad sea paralela a Ω,

vM = NMθ̇ k + IMϕ̇ u = λ(ϕ̇k + θ̇ u) ; NM + IM = IN,

llegándose al resultado

IM = IN
θ̇2

ϕ̇2 + θ̇2
= 2a

cos4 ωt(1 + cos2 ωt)2 sen ωt

4 cos2 ωt(1 + cos2 ωt) + sen2 ωt
. (8)

3.— La aceleración de B puede obtenerse derivando la expresión de sus coordenadas:

xB = 2a sen ωt + 2a cos ϕ ; yB = 2a sen ϕ ;

ẋB = 2aω cos ωt− 2aϕ̇ sen ϕ ; ẏB = 2aϕ̇ cos ϕ ;

ẍB = −2aω2 sen ωt− 2aϕ̈ sen ϕ− 2aϕ̇2 cos ϕ ; ÿB = 2aϕ̈ cos ϕ− 2aϕ̇2 sen ϕ ,

donde habŕıa que sustituir

ϕ̇ = ω
sen ωt

1 + cos2 ωt
; ϕ̈ = −ω2 cos ωt(2 + sen2 ωt)

(1 + cos2 ωt)2
.

También se podŕıa calcular aplicando la expresión general del campo de aceleraciones,

aB = aC + Ω̇ ∧ rCB + Ω ∧ (Ω ∧ rCB) = −2aω2 sen ωt i + 2aϕ̈ v − 2aϕ̇2 u .
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