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El marco ABCD de la figura esta constituido por tres barras
iguales, articuladas en sus extremos, de masa m y longitud /. Ky
En los extremos fijos A y D, estan dispuestos sendos muelles de
torsion que ofrecen un momento resistente proporcional al angu- B C
lo girado, siendo ky el valor de la constante de proporcionalidad, m. 1l
mientras que los extremos B y C' permiten el giro libre. Asimismo /
un aro de masa m y radio r rueda sin deslizar en todo momen-
to sobre la barra BC, estando unido su centro a un muelle de
constante k; y longitud natural nula, tal y como se muestra en la
figura. Se pide:

m, [ m,l

1. Ecuaciones diferenciales del movimiento.

o . ) . A Kk, key AND
2. Linealizacion de las ecuaciones para pequenas oscilaciones (g) (g)
alrededor de la posicion de equilibrio en que AB y C'D estéan

en posicion vertical y BC esta lo mas alto posible. Calcular el valor minimo de la constante
ko para que dicho equilibrio sea estable.

3. Para el caso en que la constante ks valga el doble del valor calculado en el apartado
anterior y k; = ko/(?, obtener las frecuencias propias de las pequeias oscilaciones.

*
1.— Consideramos las coordenadas {6, z} para des-
cribir el sistema. La velocidad de rotacion del aro vale x ¢
¢ = 1 /r. La expresién de la energia cinética es oy /\:/% B
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V= 251@9 + §k1x —|—2mg§ cosf+2mglcosf. (2) | |
Por tanto la expresion de la Lagrangiana resulta
4 . . 1
L=T-V = §m€292 + +mi? + milf cos § — kof* — §k1x2 — 3mgl cosb. (3)

Derivando se obtienen las ecuaciones de Lagrange del movimiento:

0= ngQé + mil cos O + 2ko0 — 3mgl send , (@)

0 = 2ma + mlo — ml6?sen b + kyx .
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2.— Considerando {6, z} pequenos asi como sus derivadas, y despreciando infinitésimos de
segundo orden se obtienen las ecuaciones linealizadas de la dindmica:

0= ngQé + mil + 2ky0 — 3mglh 5)

O:m€é+2mi+k1m.

Estas ecuaciones se pueden expresar matricialmente:

8
. —m{? l 2ky — 3mgl 0
M) + [Kl{a} =0, con[M] = (37" ") [K]= ( o ) -0
ml  2m 1
Para que el equilibrio sea estable la matriz [K| debe ser definida positiva, lo que exige que sea
ko > %mgﬁ. Esta es la condicion para que las oscilaciones alrededor de la posicion de equilibrio
sean pequenas y el movimiento se pueda linealizar.

3.— En este caso vale ky = 3mgl, ki = ky/l*> = 3mg/{. Las frecuencias propias se obtienen
mediante la ecuacién caracteristica,

3mgl — Sml*w? —mlw?

0 = det([K] — w’[M]) = ' —mlbuw? 3mg/l — 2mw?

13
= §m2€2w4 — 14m?glw® + Im?g?

Resolviendo se obtienen las soluciones

21 =3v10 [g g
W = \/1—3\/; - 0,9411\/;,
(8)
~[2143V10 Jg g
wr =\ =5 \/; - 1,5314\/;.



