EScUELA TECNICA SUPERIOR DE INGENIEROS DE CAMINOS, CANALES Y PUERTOS (MADRID)

Mecanica

EXAMEN FINAL EXTRAORDINARIO (9 de febrero de 2007)
Apellidos Nombre N.° TUPO

FEjercicio 4.° (puntuacién: 10/45) QSO min.

Un punto A del borde de un disco ho-
mogéneo pesado de masa m y radio R
esta obligado a moverse en una circun-
ferencia horizontal fija y lisa de centro
O y radio R. La ligadura en el punto
A es una articulacién que permite al
disco girar libremente alrededor del ra-
dio O A manteniéndose en todo instante
perpendicular a dicho radio.

111

Se pide:

1. Obtener la expresion de la velocidad de rgf@ del disco en funcion de los grados de

libertad y sus derivadas;

2. Obtener las ecuaciones del movimientgpdel disco mediante la aplicacion de los principios
de Newton-Euler;

3. Obtener el momento que la arti i0 debe ejercer sobre el disco para que éste
permanezca vertical;

*
1. El disco tiene dos grados ibertad, que represen-
tamos mediante el angulo ¢ q el punto A sobre

la circunferencia (que coingide comiel angulo girado por
el disco alrededor de la v; el angulo ¢ que for-
ma el didmetro del dis pasa por A con el plano
horizontal.(ver Figura [L)

{1,4,k} con orige
¢ siempre es hori
cal, y 7 por ta
disco.

En base @lo anterior, la expresion de la velocidad de Figura 1: Vista del disco en ver-
rotacién d resulta: dadera maginitud

‘ Q =k + ¢i

os integrales primeras. La primera de ellas es la constancia de la componente
mento cinético del disco en O, debido a que O se puede considerar como punto
en él no hay momentos verticales de fuerzas externas.




Procediendo de esta iltima manera, y teniendo en cuenta que el tensor ce
expresa en el triedro {2, j,k} como:

A 0 0

Ioc=| 0 B o con Az?B:%mRQ,\
0 0 B

que la velocidad v¢ es:
vgz—R¢j+ﬂ/\AG:R¢cosg0i+R(¢—gbs ©)J + s ok

y que GO = —Rt — Rcos pj — Rsen pk, se obtiene finalment de algunas opera-
ciones:

Por tanto, el momento cinético en O puede calcularse considerando al dis n
sélido con punto fijo (Hp = Ip - Q) o a través de G, con Hp = I - Q + 0.
ntpdl de MM@cia se

4

. (5
Ho-k:mRQ[zb(——l-coszgo)—gb gp}: .
La otra integral primera es la constancia de la energia el disco, ya que la tnica
fuerza que trabaja, que es el peso, es conservativa, y lo%@ss?n lisos. De nuevo, es posible
a

calcular la energia cinética a través del punto fijo O de G. Procediendo de esta
ultima manera se obtiene:

1 1
E= §mvé + 59 -(Ig-Q)+mgRseny

LoD 2 3o B _

= 2mR P 1 +cos“p | + 5% en | +mgRsenp = cte.
3. Para calcular el momento pedido, plant el principio del momento cinético en G
segun la direcciéon 3:

G .
"J (1)

dt
El momento de de las fuerzas en G sé a partir del de A mediante Mg = M 4+7rga A\
R,, siendo R4 la reaccién que ejerce la c@unferencia sobre el disco en A. Llamando My al
momento ejercido por la articulacién en A segin j y Ha a la componente horizontal (segun

t) de la reaccién en A, se obti
+j =My — HyRsengp (2)
La reaccién H 4 se obtien teando el principio de la cantidad de movimiento segin %:

HA:maG-i (3)

e obtener mediante la expresién del campo de aceleraciones de
, 0 bien apoyandose en el sistema mévil auxiliar {A;1,7, k}

La aceleracion de G g EI
elativo, arrastre y Coriolis. De cualquiera de estas maneras se

un solido rigido a
y obteniendo los gér
obtiene:

ag-1=R [—1&2 —&cosgp%—%}gbsengp} (4)
Por otwde calcular la derivada de H s empleando el sistema movil auxiliar:
H dH . 1 ) S
(M= dtG = ( dtG) +k A Hg = ZmR [2@ + 2007 + @z)k} (5)
rel

w @, @), @ y (5) se obtiene finalmente:

My = mR? [§¢¢ + sen ¢ (—¢2 — 1 cosp + 2¢psen gp)}



