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Un disco pesado, homogéneo de masa m/2 y radio a,
tiene unida rigidamente y perpendicular a él una varilla
OC' de masa m/2 y longitud av/3 (véase la figura). El
solido descrito rueda sin deslizar sobre un plano inclinado
30° respecto al horizontal (tanto el extemo O de la varilla
como el borde del disco se apoyan siempre sobre el plano).

Se pide:

1. Determinar el tensor de inercia del s6lido en O. En
funcion del angulo 6 que forma la proyeccion de la
varilla sobre el plano con su direccién de maxima
pendiente, obtener la expresion del momento ciné-
tico en O en un instante genérico.

2. Ecuacion de Lagrange correspondiente a 6.

3. Si inicialmente 6y = 0, determinar la minima velo-
cidad angular 6, que hace que el sélido dé vueltas completas alrededor de O.
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1.- Sea {¢,7,k} la base ortonormal a derechas movil
tal que k tiene la direccion de la varilla O—C>’ e 1 es paralelo
al plano inclinado. El tensor de inercia en esta base tiene
las componentes
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La velocidad angular se puede expresar como {2 = on + ok, siendo n el versor normal
al plano inclinado. El punto O es fijo, y para que el disco ruede sin deslizar es necesario que
0+ psen30° = 0, y por tanto ¢ = —20. Teniendo en cuenta que 1 = cos 30° § + sen 30° k, la
velocidad angular y el momento cinético en O resultan
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2.- La energia cinética se puede obtener como

1 1 V3., 1.3, 69 .
T=-Q (Ip-Q)=-A(——0)?+ =C(=0)?> = —ma*#*.
3§t o~ ) = 5A(-07 + 5CG0)" = Gyma
Sea Gy el centro de masas de la varilla y Gp el del disco. Deno-
temos a sus proyecciones ortogonales al plano de rodadura por

Py v Pp, respectivamente. Observamos que las componentes

verticales de Py Gy v PpGp son invariantes durante el movi-
miento. Por tanto, su efecto resulta un término constante que
podemos eliminar de la energia potencial tomando
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siendo zp, y zp, las alturas de Py y Pp respecto a O. Resulta

V=- %QOPV cos f sen 30° — %QOPD cos B sen 30° =
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Direccién de
méxima pendiente

obteniéndose la Lagrangiana
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La ecuaciéon de Lagrange es
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3.- La energia total del sistema, cinética mas potencial, es constante,

69 :
E = —ma*0* — —mgacos().
64 rgmgacost?)
La velocidad critica 6, es aquella para la que se anula la velocidad en el instante en el que el s6lido
pasa a tener su centro de gravedad mas elevado (energia potencial méxima), correspondiente a
0 = 180°. Por tanto,
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