ESCUELA DE INGENIEROS DE CAMINOS, CANALES Y PUERTOS (MADRID)

Mecanica

EXAMEN PARCIAL (13 de junio de 2008) i
Apellidos Nombre N.° ‘ Upo

FEjercicio 3.° (puntuacién 10/30) : 60 min.
Una particula pesada de masa m estd obligada a
moverse con ligadura bilateral lisa sobre una superficie ‘ N

toroidal cuya directriz es una circunferencia vertical
fija de radio R, y su generatriz una circunferencia de
radio a. Ademas del peso, sobre la particula actiia una . S _
fuerza de repulsion proporcional a su masa y a su dis- '
tancia a la recta vertical fija v que pasa por el centro
del toro, siendo 3 > 0 la constante de proporcionali-
dad.
Se pide:

1. Obtener la expresion del potencial de las fuerzas
aplicadas sobre la particula;

2. Calcular todas las posiciones de equilibrio de [a S o
particula en funcion del valor de 3.

1. El problema tiene dos grados de liber u demos representar mediante los angulos
¥ ¢ que se muestran en la Figura [T
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‘ Figura 1: Grados de libertad y sistema de referencia auxiliar
Denota. or O al centro del toro y por A al centro de la seccién del toro en la que se

encugihtra la padticula, 6 es el dngulo que forma el segmento O A con la horizontal, y ¢ el angulo
que @define la Posicion de la particula P dentro de esa seccion.
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El potencial de las fuerzas aplicadas tiene un término de origen gravitatorio y otroga
a la fuerza de repulsiéon. Denotando por K al versor vertical fijo y r al vector posici
particula, el potencial se expresa como:

vzmg<r.K)—%ﬁmr§, ; rH=|rH|:|r—(r-K& (1)

donde se ha denotado por ry al moédulo de la componente horizontal de or posicién 7.
Empleando el sistema de referencia auxiliar {A4;4,7,k} que se mue igura |1} los
vectores que intervienen en se expresan: ‘

r=0A+ AP = —Rj — acosyj — asen
K = cosft —senfy
que introducidas en y operando permiten obtener el pote@

1
V =mg(R+ acosp)sent — éﬁm [(R+ac VAros? 0 + a® sen” ¢] (2)
2. Las posiciones de equilibrio se obtienen calcula extremos del potencial ([2), que
conduce a las ecuaciones siguientes:
ov
) =0 = mgcost+ m(R+ acosp)cosfsen (3)

oV
9 = 0 = —mgasenfsenp + Bmcos’ R acosp)asen p — Bma’senpcosp =0 (4)
2
donde se ha asumido que R > a, y por ta cos ) > 0, para eliminar este factor de la
ecuacion .
Las soluciones de y son:
» cosf) =0 — 0 = £7. Introduciendo esto en (E') se obtienen a su vez dos posibilidades:

e senp=0 — p=0,

e seny # 0, que puede inado en () y conduce a ¢ = arccos(—g/(8a)), que

existe solo si 3 > y corresponde a dos posiciones simétricas ¢ y 2 — ¢ en
la seccion.
s cosf # 0, que puede.ser inado en , obteniéndose:

Q mg + fm(R + acosp)senf =0 (5)
Inspecciona la, ecua€ion se obtienen dos posibilidades:

, introducido en (5)) conduce a la solucién § = arcsen(—g/[3(R + a))),
iste para 5 > g/(R + a), y que corresponde a dos posiciones 6 y m — 6
especto de la recta ~.

= 7, introducido en (j5)) conduce a la solucién § = arcsen(—g/[G(R —a))),
olo existe para 3 > g/(R — a), y que de nuevo corresponde a dos posiciones 6
y f simétricas respecto de la recta 7.



e sen p # 0. Esta opcion no es posible, como se puede comprobar operand
la ecuacién que resulta de eliminar sen ¢ en ([4):

—mgasenf + fmcos? (R + a cos p)a — fma? cos :O (6)

Concretamente, despejando sen 6 de e introduciéndolo en (@ a a la condi-
ciéon BR = 0, que no es compatible con el enunciado.

En resumen, las posiciones de equilibrio son:

Las posiciones que resultan de las combinaciones dos a do‘ valores 0 = +7/2 y
@ = 0,7 son de equilibrio independientemente del valor de .

Para 8 > ¢g/(R + a) existen ademds unas nuevas posiftones equilibrio dadas por
§ = arcsen(—g/[B(R+a)]) y ¢ = 0.
q

Para 3 > g/a existen ademds unas nuevas posicionesde e 10 dadas por § = +7/2 y
w = arccos(—g/(fa)).
Para § > ¢/(R — a) existen ademds unas nu ost@iones de equilibrio dadas por

0 = arcsen(—g/[B(R —a)]) y ¢ = .
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