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Una placa triangular equilatera ABC, de lado b, se mueve en el espacio/respecto de un
sistema de referencia fijo OXY Z de forma que:
a) El vértice A recorre un segmento del eje OZ siguiendo la ley z4 =%sén wt, siendo w una
constante dada.
b) El vértice B permanece sobre el plano XOY', moviéndose con-velocidad de modulo cons-
tante. En el momento inicial, esta sobre el eje OY.
¢) El plano de la placa permanece normal al plano XOY'.
Se pide:

1. Demostrar que la velocidad de rotacion instantanea tiene médulo constante €2, cuyo valor
se calcularé.

2. Demostrar que el vector velocidad de rotacion instantanea forma con el eje OZ un dngulo
constante ¢, cuyo valor se calculara.

3. Situar el eje helicoidal tangente en un instante genérico.
4. Encontrar la velocidad y aceleracion del vértice"C' en un instante genérico.

5. Encontrar la trayectoria de B.

1.— De la condicion a) se deduce que’el segmento AB forma un &dngulo § = wt con el plano
XOY, es decir que gira con velocidadsw.dentro del plano OAB, plano normal a XOY y en el
que esta contenida la placa. El eje de esta rotacion corta al plano dicho en el punto I que seria
el centro instantaneo de rotacién dentro,del plano, y la velocidad de rotacion es w 3, siendo (3
un versor normal al plano OAB (véasefigura [1)).
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Figara1: Croquis de la placa en perspectiva y en en plano OAB en verdadera magnitud
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Se deduce inmediatamente que la velocidad de B inducida por esta rotacion es bw sen @
en la direccion de BO. Ademaés de este movimiento, B puede moverse en el plano XQY¥ con
otra componente de la velocidad en direcciéon normal a BO, que provendria de unaszotacion
alrededor de OZ. Considerando OB = p = bcoswt, denominando ¢ al angulo_girade en esta
rotacion e imponiendo la condicion b) del enunciado de que sea constante vy = kj

Vw?sen®wt + PP cos’wt = k2 = b (¢* —w?)cos®wt = k2 — b7, (1)

La solucion de esta ecuaciénﬂ es ¢ = wy vg = bw. En definitiva la otra componente de la
velocidad serd bw cos 6, de forma que la velocidad de B serd bw. Este mioyimiento adicional es
simplemente una rotaciéon w alrededor del eje OZ. Por tanto el movimiente del segmento AB
puede interpretarse como la composicion de las rotaciones w 3 (por fhy —w k (por O):

Q=wB-wk=wB-k) = Q=uw2 (2)

(El signo negativo de —w k se toma por conveniencia del dibujg, seria igualmente valido tomar
signo positivo.)

Puesto que la placa ABC permanece normal a XOY susvelocidad de rotacion es la misma
que la antes expresada para AB . (Si la placa no permaneciese en el plano vertical podria
haber otra rotacion alrededor de AB.)

2.— De la ecuacion se deduce inmediatamente que’el vector €2 forma constantemente el
angulo 7/4 con OZ.

3.— El movimiento instantaneo es la composieién,de dos rotaciones que se cruzan ortogonal-
mente. La direccion del EHT es la de €2 definida en . El segmento de minima distancia entre
los ejes de las rotaciones es I A, y puesto que ambas tienen igual valor el EHT cortara a dicho
segmento en su punto medio M (véase figurafl)).

4.— La velocidad de C se calcula mediante la expresion general:

ve =v4+ QAT

=bwcosOk+w(B— k)N g[(COSQ +V3senf)a + (—sen f + /3 cos 0)k]
(3)
b

= iw(— sen d + V3 cos @)o — gw(cose +/3sen )8 — gw(COSQ —V3senb)k

= bwsen(m/3 — 0)a — bw cos(mw/3 — 0)B + bw cos(m/3 + 0)k .
La aceleracion se calcula también mediante la expresion general
aC:aA—i-Q/\'r'AC—i—Q/\(Q/\rAC), (4)
teniendo en cuenta que
ay = —bw?senf, Q=-wkAwB-k) =dv’a, (5)
se obtiene finalmente
ac = —bd?(cost) + V3 sen B)a — bw?(—sin 6§ + V3 cos )8 — %bwz(sené +V3cosh)k .
= #2bw’ cos(n/3 — 0)a — 2bw? sen(w/3 — 0)B — bw?sen(n/3 + 0)k

(6)

!La eguacién anterior admite formalmente otras soluciones del tipo ¢? —w? = y2w?/ cos? wt, en cuyo caso la
locidad tant i =+/1 2b t dri id alid ingul
velocidad constante seria vp + 72bw, aunque estas no podrian considerarse vélidas ya que son singulares
en wt =\ /2!



Otra forma de realizar estos célculos es derivando directamente la expresion general de la
posicion de C' en cartesianas:

ro =bcos(n/3 —0)senfi + beos(mw/3 — 0)cosf j + bsen(n/3 +6) k

ve = bwcos(m/3 —26) 1+ bwsen(m/3 — 20) j + bwcos(m/3+ 6) k (7)
ac = 2bw?sen(m/3 — 20) i — 2bw? cos(m/3 — 26) j — bw? sen(r/3 40 k"

5.— Conociendo la distancia OB = bcosf podemos escribir directa-
mente la expresion de la coordenada de B en polares:
bcos 6 &
p=obcosy, (8) O b By
que al variar # = wt define una circunferencia que pasa por el origen. o 0 Y
También podemos comprobarlo expresando las coordenadas cartesianas, beosd
cOS
Xy = beosOsend — Jsen20;  Yi = beos?0 — 2(1 20 9 ‘B
B =bcosfsend = _sen26;  Yp =bcos —5( +eos20)  (9) | vg

que definen una circunferencia de centro (0,b/2,0) y radio b/2!
También podriamos haber empleado el razonamiento geométrico de que desde B el segmento

OBy se ve bajo un angulo de 7/2, por lo que la trayeetoria sera la circunferencia de didmetro
OBy =b.



