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Una varilla AB pesada de masa m y longitud a se mueve
contenida en todo momento en un plano vertical fijo, de forma
que B desliza sobre una circunferencia vertical fija y lisa de
radio R y la velocidad del extremo A siempre forma 45° con
la varilla.

Se pide:

R 450

1. Elegir justificadamente un conjunto de pardmetros que
representen los grados de libertad del sistema, y expresar
en funcion de ellos la ecuacion de ligadura asociada a la
restriccion de la velocidad de A. B

2. Obtener la Lagrangiana del sistema.

3. Obtener las ecuaciones del movimiento del sistema.

1.- Se escogen dos parametros para representar la configuracion del sistema: el angulo ¢ que
—
forma OB con la vertical descendente (siendo O el centro de la circunferencia), y el angulo 6
—
que forma BA con la direccién horizontal hacia la derecha.

Sea {i, 7, k} un sistema movil tal que 7 tiene la direccion y el sentido de B—1>4, J es ortogonal
a la varilla y k sale del papel. La velocidad de A en este sistema es

vy =vp+ aéj, siendo vp = Rpcos(d — )i — Rpsen(d — ¢)j.

Para que v, forme 45° con la varilla es necesario que v -1 — v4-j = 0 (también serfa correcto
va+t +vy-j = 0). Por tanto, la ligadura se puede expresar como

® = Rcos( — @) + sen(d — @) ¢ — ab = 0. (1)

2.- La Lagrangiana del sistema es L =T — V, siendo V' la energia potencial debida al campo
gravitatorio,

V =mg (—Rcosgo~|— gsene) ,

y T la energia cinética. Esta tultima puede expresarse como

1 1 .
T = §mvé + ﬂmcf&?,

siendo vg el modulo de la velocidad del centro de masas de la varilla,
a2 . .
vh = R*¢* + 192 —aRplOsen(d — ).

Por tanto, la Lagrangiana resulta
1

1 . 1 .
L= §mR2<,b2 + éma202 — §maR<,b9 sen(f — p) —mg (—R cos ¢ + gsen «9) .

mul .tex



3.-

La evolucion del movimiento queda determinada por la ligadura del primer apartado junto

con las ecuaciones de Lagrange

d <0L> oL = AR [cos(f — @) +sen(f — )] v

At \9p) 9o
d (oL 0L _
a\gs) 0~ "

donde se ha introducido el multiplicador A. Estas derivadas resultan

d ((9_1)) = mR%jp — %maR [ésen(& — @) +0(0 — $) cos(6 — 90)] ;

dt \ 9y

g—i = %maRgbé cos(f — ¢) — mgRsen p,

4 (%) = Smal — SmaR [psen(® — 0) + 40 — @) cos(d — )] ¥
g—g = —%maR@é cos(f — ¢) — mg% cost ,

y las ecuaciones del movimiento son:

1 . 1 .
mR*p — §maR9 sen(f — ) — §maR62 cos(f — ¢) + mgRsen = AR [cos(0 — @) + sen(6 — ¢)]

1

—ma

3

20 — §maRgb sen(f — @) + §maR<,b2 cos(f — ¢) + mgg cost = —Xa

junto a la ecuacion de ligadura , definiendo un sistema de ecuaciones algebraico-diferencial
en (1), 0(t) y A(t).



