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El sistema mecánico de la �gura está formado por un
disco homogéneo pesado de masam y radio r, y una vari-
lla de masa m y longitud ` que está rígidamente unida al
disco en su centro y es perpendicular al plano del mismo.
El sólido se mueve de modo que uno de los extremos de
la varilla recorre la recta y = `/2, z = 0 y el otro extremo
está obligado a permanecer en el plano Oxz. Se pide:

1. Número de grados de libertad y coordenadas gene-
ralizadas.

2. Energía cinética y potencial.

3. Integrales primeras y ecuaciones del movimiento.

4. Reacciones sobre la varilla en la recta y en el plano.
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1.� La posición del sólido se de�ne en primer lu-
gar por una traslación en dirección X que caracteri-
zamos por la coordenada del centro G de la varilla,
XG. Fijada esta coordenada la posición de la varilla se
�ja mediante el giro β según la dirección de AY (ver-
sor J). Por último, una rotación adicional φ alrededor
del eje AB (versor k). Es decir, el sistema tiene tres
grados de libertad, que denominaremos (XG, β, φ). En
función de estas coordenadas la posición y velocidad
del centro de masas son

rG = XG I +
`

4
J + `

√
3

4
sen βK ; (1)

vG = ẊG I + `

√
3

4
β̇ cos βK . (2)

Por otra parte, la velocidad de rotación es

Ω = β̇ J + φ̇k . (3)

2.� Consideramos los ángulos auxiliares ψ y θ de la �gura, relacionados con el grado de
libertad β mediante las expresiones:

sen θ =
1

2

√
1 + 3 cos2 β ; cos θ =

√
3

2
sen β ; tan θ =

1√
3

√
1 + 3 cos2 β

sen β
(4)

senψ =
1√

1 + 3 cos2 β
; cosψ =

√
3 cos β√

1 + 3 cos2 β
; tanψ =

1√
3 cos β

. (5)
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Consideramos un triedro móvil (i, j,k) con i horizontal en el disco, k según AB y j = k ∧ i
(triedro intermedio). Teniendo en cuenta J = − cosψ i + senψ cos θ j − senψ sen θ k y las
expresiones (4), (5), la velocidad angular se puede escribir también como

Ω = −β̇ cosψ i + β̇ senψ cos θ j + (φ̇− β̇ senψ sen θ)k

= −β̇
√

3 cos β√
1 + 3 cos2 β

i + β̇
(
√

3/2) sen β√
1 + 3 cos2 β

j + (φ̇− β̇/2)k .
(6)

El triedro intermedio considerado es principal de inercia, con los momentos

A = B =
1

12
m`2 +

1

4
mr2 ; C =

1

2
mr2 . (7)

La energía cinética se obtiene como

T =
1

2
Ω · IG ·Ω +

1

2
2mv2

G

=
3

8
Aβ̇2 +

1

2
C(φ̇− β̇/2)2 +m

(
Ẋ2

G +
3

16
`2β̇2 cos2 β

)
.

(8)

La energía potencial vale

V = 2mgZG = mg`

√
3

2
sen β . (9)

3.� Una integral primera obvia se re�ere a la cantidad de movimiento del sólido según X
que se conserva debido a la ausencia de fuerzas aplicadas en esta dirección:

2mẊG = cte. ⇒ ẊG = cte. (10)

Por otra parte, el momento de las fuerzas respecto del eje AB es nulo, siendo además este
eje de revolución, por lo que el momento cinético respecto del mismo se conserva:

C(φ̇− β̇/2) = cte. ⇒ r = φ̇− β̇/2 = cte. (11)

Por último, las fuerzas son conservativas, por lo que se conserva la energía

E = T + V =
3

8
Aβ̇2 +

1

2
Cr2 +m

(
Ẋ2

G +
3

16
`2β̇2 cos2 β

)
+mg`

√
3

2
sen β . (12)

4.� Las reacciones son RY B en B y (RY A, RZA) en A. Expresando la ecuación dinámica en
dirección vertical,

RZA = 2mg + 2mZ̈G = 2mg +m`

√
3

2
(β̈ cos β − β̇2 sen β) . (13)

En dirección Y se obtiene RY B = −RY A, las reacciones constituyen un par de fuerzas. El
momento en G vale

MG = −`RY A k ∧ J − `

2
RZA k ∧K = `RY A(senψ cos θ i + cosψ j) +

`

2
RZA sen θ i . (14)

Desarrollando las ecuaciones de Euler en el triedro intermedio,

Mx = `RY A senψ cos θ +
`

2
RZA sen θ = Aθ̈ − (A− C)ψ̇ sen θr + Aψ̇ϕ̇ sen θ (15)

Sustituyendo en esta ecuación los valores de (ψ, θ) de (4), (5) y ϕ̇ = r − ψ̇ cos θ se obtiene la
reacción RY A.
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