ESCUELA DE INGENIEROS DE CAMINOS, CANALES Y PUERTOS (MADRID)

Mecanica — ICCP
EXAMEN FINAL (22 de junio del 2012)

Apellidos Nombre N.° Grupo
FEjercicio 2° (puntuacion: 10/45) Tiempo: 60 min.
Una varilla de masa m y longitud ¢ esta suspendida de un m/3 P
punto P de una caja hueca de masa m/3. La caja, a su vez, e mle
estd unida a un punto fijo O a través de un resorte de constante 19)
k, v se mueve en todo momento sobre una recta horizontal fija
y lisa. o ©
Se pide:

1. Identificar los grados de libertad del sistema y obtener la expresion de la Lagrangiana,

asi como las ecuaciones de Lagrange.

2. Ecuaciones de la dindmica para pequenos movimientos respecto a la posicion de equilibrio

estable. Expresion de las matrices de masa y de rigidez.

3. Obtener las frecuencias propias y los modos normales de vibracion para el caso k = 2mg/{.

§1. El sistema tiene dos grados de libertad, la elongacion x del resorte respecto a su posicion
natural y el angulo 6 que forma la varilla con la vertical descendente. La energia cinética es

suma de la varilla y la caja,
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La energia potencial proviene del resorte y del peso de la varilla:
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Formando la Lagrangiana
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y derivando se obtienen las ecuaciones de la dinamica:
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§2. La posicion de equilibrio es obviamente (z,6) = (0,0), y ademas es facil comprobar que
es estable (no lo serfa si el péndulo estuviese invertido). Linealizando las ecuaciones (4), se

obtienen las ecuaciones para pequenas oscilaciones:
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Estas ecuaciones representan las vibraciones libres del sistema y pueden escribirse en forma
matricial

MI{d} + [K]{a) = 0. )
donde las matrices de masa y rigidez son los coeficientes identificados en las ecuaciones @:
~(4m/3 ml)2\ [k 0
[M] = (m€/2 m€2/3> ’ [K] = (0 mg€/2) ' (8)

Comprobamos que ambas matrices son simétricas y definidas positivas, propiedades esenciales
para la existencia de modos de vibracion y frecuencias propias reales positivas que se calcularan
a continuacion.

Alternativamente se podrian haber obtenido estas matrices directamente derivando las ex-
presiones de la energia cinética y potencial,

[M] = [My;] = [0°T/04:04;lq0s  [K] = [Kij] = [0"V/0¢:0q;]a~0 (9)

§3. La ecuacion caracteristica para los autovalores A es

k — X(4m/3) —Am/l/2

o= e[ A = [N A ) 1)
Sustituyendo k = 2mg/{ y desarrollando se obtienen las frecuencias propias,
2
g 4 6g 6g

Por dltimo, los modos normales resultan de la ecuaciéon de autovalores particularizada para
cada una de las frecuencias propias:
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