
Escuela de Ingenieros de Caminos, Canales y Puertos (Madrid)

Mecánica – ICCP
EXAMEN FINAL EXTRAORDINARIO (10 de septiembre del 2012)

Apellidos Nombre N.o Grupo

Ejercicio 2o (puntuación: 10/45) Tiempo: 60min.

P
A

B

D

C

O
kUna placa cuadrada ABCD, de masa m y lado 2b, está

suspendida por su vértice A, dentro de un plano vertical, de
una partícula P de masa m, que a su vez, está unida a un
punto fijo O a través de un resorte lineal de constante k, y se
mueve en todo momento sobre una recta horizontal fija y lisa.

Se pide:

1. Identificar los grados de libertad del sistema y obtener la expresión de la Lagrangiana,
así como las ecuaciones de Lagrange para el movimiento en el caso más general.

2. Ecuaciones de la dinámica para el caso de pequeños movimientos respecto a la posición
de equilibrio estable. Expresión de las matrices de masa y de rigidez.

3. Obtener las frecuencias propias y los modos normales de vibración para el caso kb =
mg
√
2.

•

§1. El sistema tiene dos grados de libertad, la elongación x del resorte respecto a su posición
natural y el ángulo θ que forma la diagonal del cuadrado con la vertical descendente. La energía
cinética es suma de la partícula y de la placa, que a su vez tiene componentes de traslación y
rotación. El momento de inercia central del cuadrado es

IG =
1

12
m(4b2 + 4b2) =

2

3
mb2 . (1)

Teniendo en cuenta la velocidad del centro del cuadrado, la expresión de la energía cinética del
conjunto es

T =
1

2
mẋ2+

1

2
m
(
ẋ2+(

√
2bθ̇)2+2ẋ

√
2bθ̇ cos θ

)
+
1

2

2

3
mb2θ̇2 = mẋ2+

4

3
mb2θ̇2+m

√
2bẋθ̇ cos θ . (2)

La energía potencial proviene del resorte y del peso del cuadrado:

V =
1

2
kx2 −mg

√
2b cos θ . (3)

La función Lagrangiana vale

L = T − V = mẋ2 +
4

3
mb2θ̇2 +m

√
2bθ̇ẋ cos θ − 1

2
kx2 +mg

√
2b cos θ (4)

y derivando se obtienen las ecuaciones de la dinámica:

2mẍ+m
√
2bθ̈ cos θ −m

√
2bθ̇2 sen θ + kx = 0 , (5)

8

3
mb2θ̈ +m

√
2bẍ cos θ +mg

√
2b sen θ = 0 . (6)
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§2. La posición de equilibrio es obviamente (x, θ) = (0, 0), y además es fácil comprobar que
es estable (no lo sería si el cuadrado estuviese invertido en θ = π). Linealizando las ecuaciones
(5), (6) se obtienen las ecuaciones para pequeñas oscilaciones:

2mẍ+m
√
2bθ̈ + kx = 0 ,

m
√
2bẍ+

8

3
mb2θ̈ +mg

√
2bθ = 0 .

(7)

Estas ecuaciones representan las vibraciones libres del sistema y pueden escribirse en forma
matricial

[M]{q̈}+ [K]{q} = 0 , (8)

donde las matrices de masa y rigidez son los coeficientes identificados en las ecuaciones (7):

[M] =

(
2m m

√
2b

m
√
2b

8

3
mb2

)
; [K] =

(
k 0

0 mg
√
2b

)
. (9)

Comprobamos que ambas matrices son simétricas y definidas positivas, propiedades esencia-
les para la existencia de modos de vibración y frecuencias propias reales y positivas que se
calcularán a continuación.

Alternativamente se podrían haber obtenido estas matrices directamente derivando las ex-
presiones de la energía cinética (2) y potencial (3),

[M] = [Mij] = [∂2T/∂q̇i∂q̇j]q=0 ; [K] = [Kij] = [∂2V/∂qi∂qj]q=0 (10)

§3. La ecuación característica para los autovalores λ = ω2 es

0 = det([K]− λ[M]) =

∣∣∣∣∣k − λ2m −λm
√
2b

−λm
√
2b mg

√
2b− λ8

3
mb2

∣∣∣∣∣ (11)

Sustituyendo k = mg
√
2/b y desarrollando se obtienen las frecuencias propias,

m2b2
[
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3
λ2 − 14

√
2

3

g

b
λ+ 2
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]2
= 0 ⇒ λ{1,2} = ω2

{1,2} =
g

b

√
2(7±

√
19)

10
. (12)

Los valores con decimales de las frecuencias propias resultan

ω1 = 1,2674

√
g

b
; ω2 = 0,6112

√
g

b
. (13)

Por último, los modos normales resultan de la ecuación de autovalores particularizada para
cada una de estas frecuencias propias:(
k − λ2m −λm

√
2b

−λm
√
2b mg

√
2b− λ8

3
mb2

)
λ=λ1

{
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a12

}
=

{
0
0

}
⇒ {a1} =

{
1

−
√
2(2+

√
19)

(7+
√
19)b

}
=

{
1

−0,7917
b

}
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√
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√
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√
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3
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)
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}
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0
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