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Apellidos Nombre N.° Grupo
FEjercicio 2° (puntuacion: 10/45) Tiempo: 60 min.

Una placa cuadrada ABCD, de masa m y lado 2b, esta k P
suspendida por su vértice A, dentro de un plano vertical, de @) HM/LM

una particula P de masa m, que a su vez, estd unida a un
punto fijo O a través de un resorte lineal de constante k, y se
mueve en todo momento sobre una recta horizontal fija y lisa. D

Se pide: C

1. Identificar los grados de libertad del sistema y obtener la expresion de la Lagrangiana,
asi como las ecuaciones de Lagrange para el movimiento en el caso mas general.

2. Ecuaciones de la dindmica para el caso de pequenos movimientos respecto a la posiciéon
de equilibrio estable. Expresion de las matrices de masa y de rigidez.

3. Obtener las frecuencias propias y los modos normales de vibracion para el caso kb =

mgv/2.

§1. El sistema tiene dos grados de libertad, la elongacion = del resorte respecto a su posicion
natural y el angulo 6 que forma la diagonal del cuadrado con la vertical descendente. La energia
cinética es suma de la particula y de la placa, que a su vez tiene componentes de traslacion y
rotacion. El momento de inercia central del cuadrado es

1 2 2y _ 2 9
]G—12m(4b +4b)—3mb. (1)

Teniendo en cuenta la velocidad del centro del cuadrado, la expresion de la energia cinética del
conjunto es

1 1 : . 12 . 4 : .
T = §m$2+§m<:t2+(\/§bﬁ)2+2x'\/§bﬁ Ccos 9)+§§m6292 = m¢2+§mb202+m\/§ba}9 cosf. (2)

La energia potencial proviene del resorte y del peso del cuadrado:
V= %k:f — mgv/2bcos# . (3)
La funcién Lagrangiana vale
L=T-V =mi*+ %mb292 + mv/2bi: cos 0 — %ka + mgv/2bcos 0 (4)

y derivando se obtienen las ecuaciones de la dinamica:

2mi + m\/2b cos & — mv/206* sen @ + kx = 0, (5)
gmb2é + mV/2bi cos f + mgv/2bsenf = 0. (6)
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§2. La posicion de equilibrio es obviamente (z,6) = (0,0), y ademas es facil comprobar que
es estable (no lo seria si el cuadrado estuviese invertido en # = 7). Linealizando las ecuaciones
, @ se obtienen las ecuaciones para pequenas oscilaciones:

2mi—|—mx/§bé+lm=0,

. 7
mv/2bi + 2mb29 + mgV200 = 0. @)

Estas ecuaciones representan las vibraciones libres del sistema y pueden escribirse en forma
matricial

[M[{a} + [K[{q} =0, (8)

donde las matrices de masa y rigidez son los coeficientes identificados en las ecuaciones :

o2m  m/2b k 0
] = (m 3 gmbg>; K= (5 ) )

Comprobamos que ambas matrices son simétricas y definidas positivas, propiedades esencia-
les para la existencia de modos de vibraciéon y frecuencias propias reales y positivas que se
calculardn a continuacion.

Alternativamente se podrian haber obtenido estas matrices directamente derivando las ex-
presiones de la energia cinética y potencial ,

[M] = [My] = [0°T/04:04;]q=0;  [K] = [K;] = [0°V/04:04;]q=0 (10)

§3. La ecuacion caracteristica para los autovalores A\ = w? es

k— \2m —Am~/2b

0= At AMD =y g3 - AS e

(11)

Sustituyendo k& = mgv/2/b y desarrollando se obtienen las frecuencias propias,

10 1442 g 91 g V2(7+ V19)
m?p? gv ——5 T2 =0 = Auy= oy = v 10 12

Los valores con decimales de las frecuencias propias resultan

wy = 1,2674\/%; wy = 0,6112\/% (13)

Por dltimo, los modos normales resultan de la ecuaciéon de autovalores particularizada para
cada una de estas frecuencias propias:

k— A2m —Am~/2b a 0 1 1
nl — -
{a } — {O} = H{a}=1{ opivD) {_0,7917}
N 12 (74+v/19)b b

—Amy/2b mgy/2b — Agme
a 0 1 1
{a21} = {0} = {ay} = va2vio) ¢ = {1,2631}
22 (7—V19)b b

=A1l

k—\2m —\m/2b
—\mv/2b mgv/2b — /\gme
A=A

—A2



