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2. EXAMEN PARCIAL (24 de Mayo de 1993)

Apellidos Nombre N.° Grupo

Ejercicio 5.° Tiempo: 60 min.

Un aro de masa M y radio 2a puede os-
cilar en un plano vertical en torno a un punto
O de su perimetro que esta fijo. A su vez, un
disco de masa m y radio a rueda sin deslizar
dentro del aro. Existe un resorte de constante
k vy longitud natural 2a, uno de cuyos extremos
estd unido al centro del disco. El otro extremo
estd unido a una varilla de longitud a sin ma-
sa, soldada al aro en el punto O en direccion ‘ ‘
normal al perimetro, y que se mueve por tanto “‘O
solidariamente con el aro (ver figura).

Se pide:

a. Ecuaciones del movimiento. ; Existe alguna in- .
tegral primera?

b. Para pequenas desviaciones de la posicion de
equilibrio, ecuaciones linealizadas y obtencién
de modos normales y frecuencias propias.

El sistema posee 2 g.d.l., para los que es- Oe
cogemos los dngulos ¢ (rotacién absoluta del
aro) y 6 (giro del centro del disco en su trayec- e
toria circular respecto al centro del aro, rela- ‘
tivo al mismo). La velocidad angular del disco ‘ ‘ ]
relativa al aro w, se puede obtener mediante la 0/2
expresion de la velocidad del centro del disco
(relativa al aro):

—wa=0a = w =—6. 9"
Asi, la velocidad angular absoluta del disco es
w=¢+w,=¢p—0.

Por otra parte, la longitud del muelle (1) se
obtiene inmediatamente observando que cons-
tituye la base de un tridngulo isésceles, cuyos



lados y angulos iguales valen a y 6/2 respectivamente:
0 0
l:2acos§ = 5:l—2a:2a(cos§—1).

Podemos ya expresar la Lagrangiana,

L = T-V
1 11 : 1 : :
= 5 (M8a%) " + 5 (5ma”)(p — 0)° + 5m[(2a9)° + a*(p + 0)° + 4a”}(p + 6) cos ]
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— [=Mg2acos ¢ — mg(2acos p + acos(p + 0)) + 5]{:4@2(008 5 1)?]
Derivando se obtienen las ecuaciones de Lagrange

11 1 . . .
0 = (8M + 5 m + 4m cos 0)a’®p + (§m + 2m cos 0)a0 — 2ma*0(2¢p + ) sen §
+ 2(M + m)gasen ¢ + mgasen(p + 0)
0 = (§m + 2mcos 0)a*p + §ma20 + 2ma*p* sen §

0 0
+ mgasen(p + 0) + 2ka*(1 — cos 5) sl o
Bajo la suposicion de 6, o, 9 y ¢ pequenos, y tomando M = m, resultan las ecuaciones
linealizadas:

35 5 .

0 = ?manb - EmaQG + 5mgap + mgab
5 3 ;

0 = §ma2gb + §ma29 + mgayp + mgab

Bajo la suposicién de oscilaciones arménicas, resulta el problema de autovalores
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Desarrollando el determinante y simplificando se obtiene
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cuyas soluciones son
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Sustituyendo en la ecuacién de autovalores (1) cada una de las frecuencias propias ante-
riores, resultan los vectores propios correspondientes:

{a1} :{ —9,}1721 } {az} :{ —07é279 }



