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Mecanica

EXAMEN FINAL (20 de Junio de 1994)

Apellidos Nombre N.° Grupo

FEjercicio 2.° (sdlo 1er. parcial) Tiempo: 45 min.

Un sistema binario formado por dos particulas de masas m 4 y mp se mueve sin resistencias
en un plano vertical fijo, atrayéndose las particulas entre si con una fuerza proporcional a su
distancia de constante k, actuando asimismo sobre ellas la gravedad terrestre. Empleando como
coordenadas del sistema la posicion de su centro de masas G, la distancia s entre particulas,
y el angulo que forma el segmento AB con la horizontal, se pide:

a. Lagrangiana del sistema,;
b. Ecuaciones del movimiento e integrales primeras;

c. Reducir el movimiento relativo a G a una ecuacién diferencial en funcién de s tan sélo.

Figura 1: Coordenadas generali-
zadas: s distancia entre las ma-
sas, 0 dngulo con la horizontal,
(xG,yq) coordenadas del centro
de masa.

la energia cinética se puede expresar mediante el teorema de Koenig:

1 . ) 1 ) : 1 ) :
T = 5(ma+mp)(ig + §6) + 5ma($h + s46°) + gms(sp + s30°).
y teniendo en cuenta que
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T=g(mat mp) (T8 + Ug) + imeq(é2 +5°6°)
siendo M., ef M. En la expresion anterior el primer sumando corresponde a la energia

ma+mp
cinética que tendria una particula con la masa total moviéndose como el C.D.M, y el segundo
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Restando la energia potencial, se obtiene la Lagrangiana

1 . . 1 . . 1
L= §(m,4 + mB)(:EQG + y?;) + imeq(s2 + 520%) — (m4 + mp)gya — 51&92 (1)

L no depende de x¢, siendo ésta por tanto ciclica:

oL oL
— =0 =

=0 — = (cte.
8xG 8i‘G (C ¢ )
por lo que
te = Vo (cte.) (2)
La ecuaciéon de Lagrange en yg es
(ma +mp)ic — (ma+mp)g =0 (3)

las ecuaciones (2) y (3) describen el movimiento parabdlico del C.D.M. del sistema, como es
bien conocido.
La coordenada 6 también es ciclica,
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%—O = g—(cte.)

lo que desarrollado arroja

s20 = C  (cte.) (4)

ecuacion cuyo significado fisico corresponde a la conservacion del momento cinético respecto
— 20
de G, Hg = meys°0.
Por 1ltimo, la ecuacién de Lagrange respecto a s es

Megd — Megsh? + ks =0 (5)

Las ecuaciones (4) y (5) definen el movimiento alrededor del C.D.M., G. Eliminando 6 se
puede expresar este movimiento mediante una nica ecuacién en funcién de s,

2
MegS — Meg 5 + ks =0 (6)

Ademas, al ser todas las fuerzas conservativas, la energia total se conserva:

1 1 . 1
E = §(mA +mp) (% + J8) + imeq(éz + 520%) + (m4 + mp)gya + 5/{:52 (cte.)| (7)

En esta tultima expresién, los términos 1.° y 3.° corresponden a la energia total (E') del
movimiento parabdlico de la masa total con el movimiento de G:

1 , :
E' = 5 (ma+mp) (@& + ¢) + (ma+ms)9ye



£’ también es constante, como se comprueba facilmente:

d . .

3 = (ma+ms)ja je + 996] = 0,
N
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por lo que podemos simplificar (7) para obtener otra constante del movimiento,
" / 1 -2 202 1 2
E'=FE—-F zimeq(s —|—39)—|—§k‘s (cte.)

Si eliminamos # de esta ultima expresion se obtiene

1 C? 1
E" = 5meq(s‘2 + ﬁ) + ikSQ (cte.)

(9)

Es posible comprobar que derivando esta tultima expresién (9) se obtiene precisamente la
ecuacion (6), tratdndose por tanto de una integral primera del movimiento relativo expresado

por (6).



