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Mecanica

ler. EXAMEN PARCIAL (3 de Febrero de 1995)

Apellidos Nombre N.° Grupo

FEjercicio 2.° (20 ptos.) Tiempo: 1h 30 min.

Un disco horizontal gira con velocidad w constante alrededor de un eje vertical por su

centro O. En el disco existe una ranura recta, situada a una distancia d de O, en la cual se
mueve una masa puntual m. Sea A el pie de la perpendicular por O a la ranura.

1.

Supuesto conocido el movimiento de m en la ranura, definido por su distancia u(t) al
punto A, obtener la expresion de la velocidad y aceleracién absolutas (relativas al sistema
inercial), segin las direcciones de la ranura y normal a la misma. Deberd suponerse que
m no llega a los extremos de la ranura.

Consideramos ahora que en la ranura existe un resorte lineal que une m con A, de
constante k y longitud natural nula. Obtener la ecuacion diferencial del movimiento de
m en funcién de wu.

Integrar esta ecuacién para las condiciones iniciales u(0) = wugy, %(0) = 0, obteniendo
todas las soluciones posibles en funcion del valor de w.

En la hipétesis w? < k/m, si la ranura establece un enlace bilateral liso, obtener la
reaccion de ésta sobre m en funcién del tiempo.

Obtener la Lagrangiana y ecuaciéon de Lagrange del sistema.

En el caso que exista alguna integral primera, obtener ésta. Razonar si se conserva o no
la energia total del sistema.




La ley u(t) define el movimiento relativo a ,f-’
la ranura, que a su vez tiene un movimiento
solidario al disco. Denominamos e,, al versor
en la direccién de la ranura, y e, en la direc-
ciéon normal a la misma. La velocidad tiene,
ademas de la componente de arrastre por la
rotacion del disco, la velocdad relativa en la
direccion de la ranura:

Vorr = dwu — uwv

Ve = U
Por tanto las componentes de la velocidad pedidas son

Uy, = dw + 1; Uy = —uw‘ (1)

La aceleracion comprende los términos de arrastre, Coriolis y relativo:

Ayr = —wWOP=—w*(de,+ue,)
Aoy = 2WAUE, = —2wue,
Qrep = U €y

Y agrupando las componentes,

ay = —u+1i;  a, = —w?d — 2w

Si existe un resorte en la ranura, se obtiene la ecuacién pedida expresando la dindmica en
la direccién de la ranura:

—ku=ma, = |mii+ (k—mw*)u=0 (2)

La solucién de esta ecuacién depende del signo de k* = k — mw?, existiendo tres casos
posibles:

a. si k* <0 (es decir, w? > k/m), la solucién general es exponencial:

U(t) = 016 \ [ke= /m]¢ + 0267 v |k /m|t

y particularizando para las condiciones iniciales dadas,

u(t) = up cosh (\/ |k /m| t) :

Esta solucién crece indefinidamente con ¢, por lo que no origina un movimiento oscila-
torio.

b. si k* =0 (es decir, w? = k/m), la solucién general es
u(t) = Cit + Cy
y con las condiciones iniciales dadas,
u(t) = up.
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c. si k* >0 (es decir, w? < k/m), la solucién general es

u(t) = Cysen(y/k*/mt) + Cy cos(y/ k*/mt)

y para las condiciones iniciales dadas,

u(t) = ug cos(y/k*/mt).

Esta solucion corresponde a un movimiento oscilatorio relativo a la ranura.

Para hallar la reaccion basta expresar la dindmica en direccion normal a la ranura:
R, = ma, = —m(w?d + 2wi)

Puesto que se conoce el movimiento u(t), se puede eliminar @ de esta expresion:

U= —ug\/k*/msen(/k*/mt) = |R,=—-m <w2d - 2wu0\/k‘*/msen(\/k*/mt)>

Para obtener la Lagrangiana, se parte de la expresion de la velocidad de m (1) para calcular
la energia cinética:

1
T = im(u)gd2 + 0?4 2wdi + w?u?) (3)

La Lagrangiana resulta

1 1
L= im(wde + 0% 4 2wdi 4+ w?u?) — ikUZ

La ecuaciéon de Lagrange correspondiente es
mii — mw?u + ku = 0,

que es la misma que se obtuvo anteriormente (2) por procedimientos “Newtonianos”.
Puesto que la Lagrangiana no depende explicitamente del tiempo, se conserva la integral

de Jacobi:

oL
h=— — L = cte.
dil o
Desarrollando esta expresién y obteniendo la constante a partir de las condiciones iniciales,
1 1 1 1
h = §m(—w2d2 + 4* — w?u?) + §l<:u2 = §m(—w2d2 — wud) + §kug (4)

Resulta finalmente

Lo 20,2 2 Lo o
§m<u —w(u —u0)> +§k‘(u —ug) =0
Observamos que derivando esta expresion se vuelve a obtener la misma ecuacion (2).

La expresion de la energia total es

1 1
T+V = om(w’d + i + Qwdi + w*u®) + Shu®;

ésta no coincide con la integral de Jacobi (4), debido a que la coordenada u es relativa al disco
moévil, y la expresion (3) de T no resulta por tanto homogénea de grado 2 en 4. No se conserva
la energia total del sistema, debido a que para mantener el movimiento del disco es necesario
realizar 111 trabaio mediante alo1in acente externo al cictema allte varia la enerocia del miemo



