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Apellidos Nombre N.o Grupo

Ejercicio 3.o del Final y del 2.o Parcial Tiempo: 60 min.

Un disco homogéneo de masa M y radio R rueda sin deslizar en un plano vertical sobre
una gúıa circular de radio 4R. Una varilla homogénea de masa m y longitud L está articulada
por uno de sus extremos al centro del disco. Se pide:

1. Determinar las ecuaciones del movimiento del sistema.

2. Linealizar para pequeños desplazamientos respecto a la posición de equilibrio estable.

3. Para M = 2m y L = 6R, calcular las frecuencias propias y los modos de vibración.
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1. El sistema tiene 2 grados de libertad, que
tomaremos como el ángulo θ = ̂COM de posi-
ción del centro del disco que rueda, y el ángulo
ϕ de giro absoluto de la varilla, según indica la
figura.
En primer lugar debemos calcular la velocidad
absoluta de rotación del disco, para lo que igua-
lamos la expresión de la velocidad de A calcula-
da por una parte como una trayectoria circular
alrededor de O con velocidad θ̇ y radio 3R, y
por otra como una rotación instantánea alrede-
dor del centro de rodadura M :

3Rθ̇ = −ωR ⇒ ω = −3θ̇
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Calculamos la enerǵıa cinética,

T =
1

2
M(3Rθ̇)2 +

1

2

(
1

2
MR2

)
(3θ̇)2 +

1

2
m

[(
L

2
ϕ̇

)2

+ (3Rθ̇)2 + 2 · 3RL

2
θ̇ϕ̇ cos(ϕ− θ)

]

+
1

2

(
1

12
mL2

)
ϕ̇2



y el potencial,

V = −Mg3R cos θ −mg(3R cos θ +
L

2
cos ϕ).

Resulta entonces la Lagrangiana

L =
27

4
MR2θ̇2 +

9

2
mR2θ̇2 +

1

6
mL2ϕ̇2 +

3

2
mRLθ̇ϕ̇ cos(ϕ− θ)

+ 3(M + m)gR cos θ +
1

2
mgL cos ϕ

Las ecuaciones de Lagrange son:

0 =
(

27

2
M + 9m

)
R2θ̈ +

3

2
mRLϕ̈ cos(ϕ− θ)− 3

2
mRLϕ̇2 sen(ϕ− θ) + 3(M + m)gR sen θ

0 =
3

2
mRLθ̈ cos(ϕ− θ) +

1

3
mL2ϕ̈ +

3

2
mRLθ̇2 sen(ϕ− θ) +

1

2
mgL sen ϕ

2. La posición de equilibrio estable es obviamente θ = ϕ = 0; linealizando para θ, ϕ, θ̇, ϕ̇
pequeños:

0 =
(

27

2
M + 9m

)
R2θ̈ +

3

2
mRLϕ̈ + 3(M + m)gRθ

0 =
3

2
mRLθ̈ +

1

3
mL2ϕ̈ +

1

2
mgLϕ = 0

3. Sustituyendo los valores M = 2m, L = 6R:

0 = 18MR2θ̈ +
9

2
MR2ϕ̈ +

9

2
MgRθ

0 =
9

2
MR2θ̈ + 6MR2ϕ̈ +

3

2
MgRϕ

Estas ecuaciones se expresan matricialmente como

MMMMMMMMMMMMMM

{
θ̈
ϕ̈

}
+ KKKKKKKKKKKKKK

{
θ
ϕ

}
=

{
0
0

}

siendo

MMMMMMMMMMMMMM = MR2

(
18 9/2
9/2 6

)
; KKKKKKKKKKKKKK = MgR

(
9/2 0
0 3/2

)

La ecuación caracteŕıstica del problema de autovalores es

|KKKKKKKKKKKKKK− ω2MMMMMMMMMMMMMM| = (MR2)2

[(
9

2

g

R
− 18ω2

) (
3

2

g

R
− 6ω2

)
−

(
9

2
ω2

)2
]

Expresión que se ve fácilmente que es una diferencia de cuadrados, por lo que las ráıces se
obtienen fácilmente resultando las frecuencias propias:

√
3

(
3

2

g

R
− 6ω2

)
− 9

2
ω2 = 0 ⇒ ω2

1 =
4−√3

13

g

R



√
3

(
3

2

g

R
− 6ω2

)
+

9

2
ω2 = 0 ⇒ ω2

2 =
4 +

√
3

13

g

R

Por último, los modos de vibración son los autovectores correspondientes a los autovalores
anteriores; al quedar indefinidos respecto de un parámetro tomaremos el primer término de
cada modo como la unidad:

(KKKKKKKKKKKKKK− ω2
1MMMMMMMMMMMMMM){u1} = {0} ⇒ {u1} =

{
1√
3

}

(KKKKKKKKKKKKKK− ω2
2MMMMMMMMMMMMMM){u2} = {0} ⇒ {u2} =

{
1

−√3

}

Este resultado final se puede comprobar verificando la ortogonalidad de los modos respecto
de la matriz de masas,

{u1}TMMMMMMMMMMMMMM{u1} = 0.


