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Fjercicio 4.° (solo del 2.° Parcial) Tiempo: 60 min.

Un cono de revolucién con radio de la base r, altura h y masa m tiene fijo mediante una
rotula esférica el vértice O, sin mas restricciones en su movimiento. Inicialmente estd con su
eje horizontal, con una velocidad de rotacién wqy alrededor de un eje vertical. se pide:

1. Razonar porqué en el movimiento subsiguiente el eje del cono no llega a la posicion verti-
cal (descendente), manteniéndose entre la posicién horizontal inicial y otra de inclinacién
maxima que forme un angulo « con la vertical ascendente.

2. Calcular el valor de dicho angulo maximo a.

3. Para el instante en que el eje estda en la inclinacién méaxima, obtener la velocidad de
rotacién instantdnea (direccién y magnitud).

1. El movimiento es el de una peonza simétrica some-
tida a la gravedad con el punto O fijo. Consideramos
un triedro fijo OXY Z y otro mévil con el cuerpo Ozxyz,
cuyo eje Oz esta dirigido segun el eje de revolucion del Z
cono. Expresaremos las constantes del movimiento en
funcién de los dngulos de Euler (1,60, ¢) y de los com- O/.. Yy G,
ponentes de la velocidad de rotaciéon en el triedro del

cuerpo, 2 = (€, Q,,Q,): “X
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Hy -k = (€, = cte.
Hy - K = Aisen®d+ CQ,cosd = cte.
1. . . 1

T+V = §A(02 + 9% sen? ) + 5093 + mgd cos§ = cte.
donde A = 2m(h?+1?/4) y C' = $mr? son los momentos principales de inercia en el vértice y
d = 3h/4 la distancia del centro de masas G al vértice. Particularizando para las condiciones
iniciales . '
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resultan las expresiones

Q.=0 (1)
Ysen? 6 = wy (2)
A(6% + ? sen®0) + 2mgd cos § = Aw? (3)



Eliminando ¢ entre (2) y (3) se obtiene

2
A (92 + Se(jlg 0) + 2mgd cos ) = Aw] (4)

Mediante esta ecuacién, que expresa la constancia de la energia en funciéon inicamente de
0, se comprueba que no es posible llegar a senf = 0, ya que el término w?/sen? llegaria
a ser infinito mientras que los demas términos estan acotados. Por tanto el movimiento se
mantendra entre dos valores extremos de la nutacién 6, sin llegar a valer § = 0 ni § = 7. Se
comprueba inmediatamente que para § = /2 sustituyendo en la ecuacién (4) resulta 6 =0,
por lo que esta posicién horizontal inicial es uno de los extremos de # (méas abajo veremos que
se trata del minimo de 6, es decir de la posicion mas alta del eje del cono).

2. Llamando « al otro valor extremo de 6, para calcular su valor particularizamos (4) con la
condicién de extremo 6 = 0:
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A wg + 2mgd cos o = Awp
sen? o

llamando u = cos « la ecuacion queda
Awu® + 2mgdu(l — u?) = 0.

Al simplificar u en esta ecuacion se elimina la solucién v = 0 antes mencionada (o = 7/2),
resultando una ecuacion cuadratica:
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W2 Awg .
2mgd

Aw? Awg \?
= + 1
“ 4mgd J <4mgd +

El signo + de la raiz no es posible, ya que exigiria cosa = u > 1. La soluciéon buscada es por

tanto
2
Y Awg Awl +1
4dmgd 4dmgd

y sustituyendo los valores de A y d,

1=0

siendo la solucion general

Cos o =

(P2 +72/0wd | [ (h2+r2/4)wd\’ O
5gh 5gh

Observamos que esta solucién exige cosa < 0, es decir o > 7/2, por lo que estd debajo de la
horizontal y se trata del extremo superior de 6, es decir, de la posicion mas baja del cono.



3. En la posicién inferior es # = 0 y por tanto el centro de la base del cono (M) tiene
velocidad horizontal. Suponiendo los ejes del cuerpo orientados en este instante con Oz segin
el eje del cono, Oz horizontal y Oy perpendicular a los anteriores, serd

v=QANdk = —Q,dj + Q,di
por lo que €, = 0. Por tanto la velocidad de rotacion 2 esta dirigida segin el eje Oy, que

forma un angulo a — 7/2 con la vertical OX. Aplicando la constancia del momento cinético
segtn esta direccion,

AQ cos(a — g) = Awy

por lo que

wo

0=

sen «

ese instante (la de nutacién es nula como ya se ha dicho):

&senQZQ = Qﬂz =0

sen? o

L , Wp COS (v
p+eosa=0 = ¢o=———"+
sen? o



