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Responder a las siguientes cuestiones tedricas dentro del espacio provisto en la hoja para cada una. Las
respuestas habrdn de ser breves y directas, escritas con letra clara (no a ldpiz). Cuando se pida obtener un
resultado, deberan justificarse debidamente los pasos, mientras que si se pide expresar no es necesaria la
demostracién. Se puede emplear como borrador la hoja adicional que se les repartird, no permitiéndose tener

sobre la mesa ninguna otra hoja. La hoja de borrador no debera entregarse.

Sea una particula de masa m que se mueve en el campo gravitatorio creado por otra masa

puntual M fija. Obtener la expresién del potencial efectivo, V,¢(r) L - m7?/2, para un

valor dado de la constante de las areas C'. (5 ptos.)

Partimos de la expresién de la energia total (T'+ V') en coordenadas polares,
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y considerando la constante de las dreas,
€ =%,
la expresién pedida es
c? GM
Ver(r) = — — .
s(r)=m <2r2 r )

Vemos que se trata, para un valor dado de C, de una funciéon exclusivamente de r con dimen-
siones de energia, motivo por el cual se le denomina “potencial efectivo”.



Discutir razonadamente las posibles integrales primeras para un sistema descrito mediante
coordenadas generalizadas {¢;} con una funcién Lagrangiana conocida L. (2.5 ptos.)

La dependencia funcional de L se toma convencionalmente respecto a las variables (g;, g;, t)

con objeto de precisar el significado de las derivadas parciales. Denominando p; o 0L/0q;
(momentos generalizados), las ecuaciones de Lagrange se escriben como

. 0L
Pi = g,
Se deduce inmediatamente que
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Otra posible integral primera es la integral de Jacobi que se deduce al derivar L, considerando
también las ecuaciones de Lagrange:
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Fisicamente, las integrales primeras correspondientes a coordenadas ciclicas tienen la interpre-
tacion de la constancia de la cantidad de movimiento o del momento cinético, segin sea una
coordenada lineal o angular. La integral de Jacobi coincide con la energia total si el sistema

no esta definido mediante coordenadas méviles.

El movimiento de un sistema rigido general estd definido como composiciéon de dos rota-
ciones. Describir de forma razonada el movimiento resultante en todos los casos posibles. (2.5
ptos.)

Distinguiremos tres casos:

1. dos rotaciones de ejes concurrentes.- Sean éstas €2y y €25. Podemos componer los campos
de momentos respectivos resultando una rotacion pura €2 = €2 + €25 alrededor de un eje
que pase por el punto de corte y direccion 2.

2. dos rotaciones de ejes paralelos.- Se trata de un caso particular del anterior pero cortando-
se en un punto impropio. El eje de la rotacion resultante es paralelo a los dos anteriores,
obteniéndose su posiciéon mediante la condicion de que proporcione el campo de veloci-
dades suma QA r = Q) Ary + Q2 A 1.

3. dos rotaciones no concurrentes.- Si los dos ejes se cruzan, el resultado es un movimiento
helicoidal general (con traslaciéon en direccién del eje y rotacién alrededor del mismo
suma de las dos rotaciones). No se trata de una rotacién pura, al no exixtir puntos de
velocidad nula.



