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Dos masas puntuales (pesadas) m estdn uni- \m
das por una varilla rigida de longitud 2a y
masa despreciable, estando obligadas a mo-
verse dentro de un plano vertical Ozz, de for- ¥
ma que una desliza sobre un eje vertical Oz 0
y la otra desliza sobre una recta horizontal
Ozx del mismo, ambas sin rozamiento. A su
vez el plano vertical Oxz puede girar alrede- O Y
dor del eje Oz, no poseyendo otra masa que

la correspondiente a las dos particulas antes

citadas.

X
Se pide:

1. En la hipétesis de que el giro del plano alrededor de Oz es libre sin ninguna resistencia
ni momento aplicado segin este eje, obtener las ecuaciones diferenciales (de 2° orden)
del movimiento.

2. Supuesto que se parte de unas condiciones iniciales dadas (6o, 6o, 0o, ¥0), integrales pri-
meras (ecuaciones difereciales de 1T orden) que existan y su interpretacién fisica.

3. Calcular el valor del momento M que debe aplicarse segtin el eje Oz para obtener un
movimiento de rotacién uniforme (¢ = w) del plano.

1.- Llamaremos A a la masa que estd en el eje Oz y B
a la que estd sobre el eje Oz. El movimiento se puede
interpretar como composicién de dos rotaciones: una
rotaciéon 6 dentro del plano Ozz, alrededor de un centro
I situado sobre la interseccion de las normales a los ejes
Oz y Oz, y otra ¢ alrededor del eje Oz. Llamando
(4,7,k) a los versores segiin los ejes Ozyz moviles, las
velocidades de las masas son:

= —2aésen0k; v = 2af) cos 01 + 2apsenf g
Operando, la expresién de la Lagrangiana resulta

L =2ma’6® + 2ma’¢? sen? § — 2mga cos f



y a partir de L, se obtienen las ecuaciones diferenciales del movimiento:
4ma?0 — 4ma®¢* sen 0 cos § — 2mga cos§ = 0 (1)
4ma®@sen? § + 8ma’phsen f cos h = 0 (2)
2.- La energia total del sistema se mantiene constante, al ser las fuerzas conservativas:
2ma®6? + 2ma?y? sen? 6 + 2mga cos § = 2ma?6? + 2ma’pEsen’ §y + 2mgacosfy  (3)
Por otra parte, la coordenada ¢ es ciclica (0L/0¢ = 0):
4ma*psen? O = 4ma’p sen® O (4)

ecuacién que corresponde a la conservacién del momento cinético respecto al eje Oz, ya que
todas las fuerzas pasan por €l o son paralelas a él.

3.- Para conseguir una velocidad de rotacién constante habria que aplicar un par M en
direccion del eje Oz, que equivale a una fuerza generalizada (), = M. Se modifica entonces
la ecuacién (2) para introducir éste a la derecha del signo =:

4ma®@sen’ O + 8ma?pfh sen b cos § = Qo
y considerando ¢ = w, ¢ = 0, resulta

M = 4ma*wh sen 20 (5)



