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EXAMEN FINAL EXTRAORDINARIO (29 de enero de 1997)

Apellidos Nombre N2 Grupo

FEjercicio 2% Tiempo: 45 min.

Responder a las siguientes cuestiones tedricas dentro del espacio provisto en la hoja para cada una. Las
respuestas habrdn de ser breves y directas, escritas con letra clara y a tinta. Donde se pida deducir o demostrar
un resultado, deberdn justificarse debidamente todos los pasos, mientras que si se pide discutir debe realizarse
una discusién razonada. Se repartird una hoja adicional para borrador, que no se recogera, no permitiéndose

tener sobre la mesa ninguna otra hoja, ni calculadoras ni libros de ningin tipo.

FExpresar tres integrales primeras para el movimiento de una peonza simétrica y discutir
su significado fisico. (4 ptos.)

La funcion Lagrangiana correspondiente al movimiento de una peonza simétrica con mo-
mentos principales de inercia (A, A, () es

1 1
L= §A(p2 +q¢*) + 507“2 — Mgdcosd

— §A(92 + 9)? sen? ) + 50(&,9 + 1t cos 9)2 — Mgdcos b

siendo (1,0, ¢) los dngulos de Euler, p = é, qg = 1/.)sen O, r =¢+ ;/.Jcosé? (componentes de
la velocidad de rotacion en el triedro intermedio), M la masa y d la distancia del C.D.M. al
punto fijo. La coordenada 1 es ciclica,

oL _
o

Esta integral primera equivale a la conservacion del momento cinético segun el eje vertical (se

0 = Ai/}sen29+0(n,b-|—¢cost9)cosé9:cte.

conserva debido a que la reaccion pasa por dicho eje y el peso es paralelo al mismo):
Hy) K= (Aé,A@/}sena,Cr) -(0,sen b, cos9) = At sen? 0 + C'r cos 0.

La coordenada ¢ es también ciclica,

g—i =0 = C(gb—l—z/}cosﬂ) = cte.,

que equivale a la conservacion del momento cinético segun el eje de revolucion de la peonza

Hy - k). Por ultimo, todas las fuerzas son conservativas, por lo que se conserva la energia
(@] H y P q

total:

T+V = %A(G.Q —I—ifsenze) + %C(cfo—l—;ﬁcos@f—l— M gd cos 0 = cte.



Frpresar la solucion general del sistema lineal con n grados de libertad definido por la
ecuaciéon matricial M{q} + K{q} = {F}, siendo {F} un vector de fuerza constante, con las

condiciones iniciales {q(0)} = {qo},{q(0)} = ={0} (3 ptos.)

La solucién general del sistema dado es {q} = {q}, + {q},, donde {q}; es la solucién de
la ecuacién homogénea, M{q} + K{q} = {0}, y {q}, = K7'{F} es una solucién particular
de la ecuacién completa. Por su parte {q}) se expresa en funcién de los modos normales de
vibracién {a} y sus {recuencias propias asociadas wy,

{a}tn = Zn: By {a,} cos(wit — &)

k=1

siendo (B, d;) 2n constantes que se determinan imponiendo las condiciones iniciales,
{ao} = >_ Be{aw} cos(dr) + {a}y: {0} =3 Brwi{an}sen(d)
k k

Resolviendo resulta la expresion

{a} = Zk: ar{ag} cos(wit) + {q},

siendo ap = [|ag||-M - ({qo} — {a},).

Sea un cable flexible, inextensible y homogéneo sometido a su propio peso. Deducir las
expresiones que definen la tensién total del cable (T) y sus componentes horizontal y vertical
(T, T,) en un punto genérico del mismo. (3 ptos.)

El peso por unidad de longitud del cable es —gk, por lo que la ecuacion de equilibrio del

hilo es T
Yk
ds !
Proyectando esta ecuacion segun la direccion horizontal = resulta
dT,
=0 = T,=_cte
ds

Se define un parametro a def T./q, de forma que . Proyectando segin la direccion z

w0 s

siendo s el arco medido a partir del vértice de la catenaria, punto mas bajo del cable en el que
la tangente es horizontal (7, = 0). Por iltimo, multiplicando escalarmente por dr,

dT-;l—::qdz = dT =qdz =
eligiendo convenientemente el origen de z una altura zo = a por debajo del vértice, ya que alli
se debe cumplir T' = gzq = T, = qa.
Puesto que se cumple T? = T? + T2, se deduce inmediatamente la relacién que verifica la
catenaria entre el arco y la ordenada:

2?2 = a? + s2.



