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Ejercicio 5.° Tiempo: 60 min.
Z C

Un tubo BD de masa m, longitud 2/ y secciéon despre-
ciable, tiene sus extremos articulados a dos varillas AB A
y C'D de masa despreciable y longitud [. Los extremos A

y C' de las varillas estan articulados y fijos en la misma X
horizontal. El centro GG del tubo esté obligado a moverse

segun la vertical.

Por el interior del tubo se mueve sin rozamiento una [
masa puntual m unida a un muelle de constante £k y
longitud natural nula, que tiene el otro extremo anclado

en G.

Se pide:

1. Expresar la velocidad de G en funcién del angulo girado por el tubo alrededor del eje Z
vertical.

2. Expresion de la energia cinética del sistema.

Ecuaciones diferenciales del movimiento.

-~ W

Linealizar las ecuaciones obtenidas en el apartado 3 para el caso de pequenas oscilaciones.

5. Obtener las frecuencias propias del sistema.

Tomamos como grados de libertad del sistema el angulo ¥ que gira la varilla alrededor del

eje vertical, y el desplazamiento z de la masa puntual por el interior del tubo medido a partir
de G.

1.- Si la varilla gira un angulo 1, el punto B pasa a situarse en B’, siendo las coordenadas
de A, By B

A = (1,0,0)
B = (1,0,-1)
B = (lcost,lsent), zg)

Imponiendo que |AB| = |AB’| se obtiene:

2 = —l\/2cosy — 1 (1)



y derivando se obtiene la velocidad de G:

. Wsenw @)
o V2cosy — 1

2.- La energia cinética de la varilla es:

1 1. . 1. sen? 1) 1
T, = —mz2 + =Ic)* = —m*l? | —————— + = 3
2m20+2 Gv 2m¢ 2608¢—1+3 )
La energia cinética de la masa puntual es:
1 1., . - 1 , o 2%sen?
T, = §m %+ Zé + (:mp)Z] = §m ([BZ + $2¢2 + m (4)

La energfa cinética del sistema es la suma de las expresiones (3) y (4):

1 . 2sen? 1) 2 1 1
T=T,+T, =-m*>| — " -4 —mai? 5
vt In = gmy (2cos¢—1++z2+3)+2mx (5)
3.- La expresiéon de la energia potencial del sistema es:
1
V =2mgzg + 51{3:2 (6)

Sustituyendo (1) en (6) resulta:

1
V = —2mgl\/2costp — 1+ 51{:332 (7)

Con (5) y (7) es inmediato obtener la funcién lagrangiana:

1 . 2sen? 1) 2 1 1 1
L=T-V=-mp*P| ———+ " += —mi® — 2 l<1—\/2 —1)——k:2
V 2m¢ (2cos¢—1 + B —l—S) —|—2mx mg cos 1 5k

A partir de las ecuaciones de Lagrange:
d (0L oL ~ 0
dt \o) o
d (OL B oL _ 0
dt \ 0% or

se obtienen las ecuaciones diferenciales del movimiento:

2sen? 1) 22 1\ - sen ) cos sen? ¢ :
2 - 1 o2 2
ml (2cosw—1+l2 +3)¢+ ml (2008w—1+(2008w—1)2)¢+

. 2mgl
omaiy + —ILSNY (g

V2cosy — 1

mi —map? +kr = 0 (9)



4.- Para linealizar las ecuaciones (8) y (9), se suponen z, &, ¢ y ¥ pequetios. Despreciando
los infinitesimos de orden dos o superior, y sustituyendo el seno por el arco y el coseno por la
unidad, se obtiene:

1 .
gmlsz—{—ngl@b =0 (10)
mi+kxr = 0 (11)

5.- Como las ecuaciones (10) y (11) quedan desacopladas, el cdlculo de las frecuencias propias
es inmediato, obteniendose:
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